L2 MASS 


2012/2013 


Aide-memoire 
et exercices corriges. 



Table des matieres 

1 Fonctions de plusieurs variables 3 

2 Limites et continuity 13 

3 Derivabilite et differentiabilite, fonctions implicites 23 

4 Extrema 61 


1 


Derniere mise a jour : Lundi 11 fevrier 2013 


Ce cours s’adresse a des etudiants de la deuxieme annee d’une Licence MASS. II a pour objectif de donner les bases en 
calcul differentiel pour des fonctions de plusieurs variables indispensables a toute formation en mathematiques appliquees 
a l’economie. Les notions supposees connues correspondent au programme de la premiere annee. 


L’objet de ce aide-memoire est de proposer une explication succincte des concepts vu en cours. De nombreux livres, parfois 
tres fournis, existent. Ici on a cherche, compte tenu des contraintes de volume horaire, des acquis des etudiants a la premiere 
annee et des exigences pour la suite du cursus, a degager les points cles permettant de structurer le travail personnel de 
l’etudiant voire de faciliter la lecture d’autres ouvrages. Ce polycopiee ne dispense pas des seances de cours et de TD ni de 
prendre des notes complementaires. II est d’ailleurs important de comprendre et apprendre le cours au fur et a mesure. Ce 
polycopie est la pour eviter un travail de copie qui empeche parfois de se concentrer sur les explications donnees oralement 
mais ce n’est pas un livre auto-suffisant (il est loin d’etre exhaustif) ! De plus, ne vous etonnez pas si vous decouvrez des 
erreurs (merci de me les communiquer). 


On a inclus dans ce texte nombreux exercices corriges. Ceux-ci, de difficulty variee, repondent a une double necessitee. II 
est important de jongler avec les differents concepts introduits en cours et meme de faire certaines erreurs une fois pour 
bien identifier les pieges. Les exercices permettent d’orienter les raisonnements vers d’autres domaines (physique, econo- 
mic, etc.), cela afin d’exhiber l’interet et l’omnipresence des fonctions de plusieurs variables et de l’optimisation. Cependant, 
veuillez noter que vous n’obtiendrez pas grande chose si vous vous limite a choisir un exercice, y reflechir une minute et aller 
vite voir le debut de la correction en passant tout le temps a essayer de comprendre la correction qui va paraitre incompre- 
hensible. Pour que la methode d’etude soit vraiment efficace, il faut d’abord vraiment essayer de chercher la solution. En 
particulier, il faut avoir un papier brouillon a cote de soi et un crayon. La premiere etape consiste alors a traduire l’enonce 
(pas le recopier), en particulier s’il est constitue de beaucoup de jargon mathematique. Ensuite il faut essayer de rapprocher 
les hypotheses de la conclusion souhaitee, et pour cela faire quelques calculs ou transformer les hypotheses pour appliquer 
un theoreme dont on aura verifier que les hypotheses sont bien satisfaite. C’est ici que l’intuition joue un grand role et il ne 
faut pas hesiter a remplir des pages pour s’apercevoir que 1’idee qu’on a eu n’est pas la bonne. Elle pourra toujours resservir 
dans une autre situation. Quand finalement on pense tenir le bon bout, il faut rediger soigneusement en s’interrogeant a 
chaque pas sur la validite (logique, mathematique) de ce qu’on a ecrit. Si l’etape precedente ne donne rien, il faut chercher 
de l’aide (voir le debut de la correction, en parler a un autre etudiant, interroger les tuteurs). 
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s 0033 (0)4 9414 23 81 
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t 'pavLctiavte, de 


Qu’il s’agisse de traiter des questions relatives a la biologie, la chimie, la physique, la production, la consommation ou en- 
core l’environnement, etc. une modelisation adequate s’exprime le plus souvent a l’aide de fonctions de plusieurs variables. 
Ce chapitre introduit les fonctions de plusieurs variables reelles en elargissant les definitions enoncees dans le module Mil 
pour les fonctions d’une variable reelle. Evidemment, la representation geometrique devient plus lourde : une fonction de 
n variables se visualise a priori dans un espace a n + 1 dimensions (n pour les variables, 1 pour la fonction), alors que les 
pages d’un livre sont, par nature, bidimensionnelles. Pour contourner cette impossibility technique, nous nous limiterons 
aux representations des fonctions de deux variables, soit sous forme de dessins en perspective, soit sous forme de coupes 
par des plans horizontaux ou verticaux qui donnent des informations souvent utiles, quoique parcellaires. Ce probleme 
de visualisation introduit une rupture nette par rapport aux fonctions d’une variable etudiees anterieurement. Nous pre- 
nons le parti de privilegier les themes qui s’ecartent des notions vues pour les fonctions d’une seule variable. A l’oppose, 
les definitions et les proprietes qui apparaissent comme des generalisations evidentes sont evoquees ou presentees brieve- 
ment. 

^Definition Fonction de plusieurs variables 

D> Fine fonction f, definie sur une partie @ de K" et a valeurs reelles, fait correspondre a tout point x = (x\ , xy x n ) de 

Q> un reel unique fix). 

l> Le domaine de definition de / est l’ensemble @ c K". 

> L’ image par / de Q) est l’ensemble Im f(2i) = { r e R | r - /(x), x £ IK" } c R. 

> L’ensemble des points S = { (x, fix)) | x £ 2 ) } de R' 1+1 est la surface representative de / ; c’est l’analogue de la courbe 
representative d’une fonction d’une variable. 

x £ IR' ! se note aussi x ou x. Si n = 2, on utilise souvent la notation (x, y), si n = 3 la notation (x, y, z). 


I Exemple d’ applications a la gestion 

1 . La production P d’une entreprise est souvent exprimee en fonction de deux facteurs synthetiques, le capital, note K, et le travail, 
note W : P = f{K, W). 

2. L’utilite U d’un consommateur depend de ses quantites consommees. En presence de n biens, la fonction d’utilite s’exprime 
sous la forme U = fix i, X 2 , . . . , x n ), ou x; designe la quantite consommee du i-eme bien disponible (f = 1 


3. Le cout C d’une brochure publicitaire depend de son format F, du nombre m de couleurs utilisees, de la surface .v consacree 
aux photographies : C = f[F, m, s). Le format F depend quant a lui de la longueur p, de la largeur q et du nombre de pages n : 
F = gip, q, n). Ainsi C = fiFip, q, n), m, s ) = hip, q, n, m, 5 ). 


Lorsque n- 2, le graphe 

^f = {ix,y,z-fix,y)) | (x,y)£@} 

est tridimensionnel. Les axes relatifs aux variables, x et y, 
sont conventionnellement situes dans un plan horizontal (le 
domaine 2> apparait alors comme un sous-ensemble de ce 
plan), tandis que la dimension verticale est reservee aux va- 
leurs de z. Ainsi, a tout (a, b) £ S>, dont l’image est f{a, b) £ IK, 
correspond le point suivant du graphe : [a,b, f[a,b)) £ IK 3 . 
Une mise en perspective permet la visualisation des surfaces 
a trois dimensions. Dans ce cas, l’axe z est toujours place ver- 
ticalement. Toutefois, pour des raisons de lisibilite, les axes x 
et y ne sont pas toujours presentes selon la meme orienta- 
tion. 



Pour n > 2, la representation plane devient malheureusement impraticable. 
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Exemple 



(a)/(r,y) = (x 2 + 3 > V'^' 


(b)/(.r,y) = (jr + 3yV r ^’’ 




(j Exemple 

Le graphe de la fonction /: IR 2 — R definie par fix,y) = x 2 - y 2 
est une surface de IR 3 qui a la forme d'une selle de cheval, comme 
l’indique la representation en perspective de la figure ci-dessous. 


z 



Le domaine de la fonction f[x,y) = y/x+ y est donne par 
@ = { [x, y) e R 2 I jc + y = 0 }. II se represente done naturellement 
comme une portion du plan IR 2 . En outre, les valeurs prises par 
la fonction parcourent tout l'ensemble des reels positifs ou nuls : 

lm f m = R + . 




Definition Fonctions partielles 


Soit / une fonction de Q> c IR 2 dans IR et [a, b) un point interieur 


de Les fonctions 


f h : x 1 > fix, b) et / a :y«/(a,y) 

definies sur un intervalle ouvert contenant respectivement a et b, sont appelees les fonctions partielles associees a / au 
point (a,b). 
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1 Fonctions de plusieurs variables 



De la meme maniere, on peut considerer des coupes horizontales du graphe d’une fonction de deux variables et on obtient, 
de fagon generate, des courbes planes, dites courbes de niveau. En pratique, on represente simultanement differentes courbes 
de niveau pour visualiser la progression du graphe. Cette representation s’apparente aux cartes geographiques oil le niveau 
correspond a l’altitude. 



Definition Lignes de niveau 


Soit keUetf une fonction de @ c R 2 dans M ; l’ensemble { (x, y) e & | f(x, y) - k} est la courbe de niveau k de la fonction 
/. Les courbes de niveau d’une fonction fix, y ) fournissent une representation geometrique de / sur le plan, alors que 
son graphe en donne une dans l’espace. La courbe de niveau k est la projection sur le plan d’equation z- 0 de l'intersec- 
tion du graphe de / avec le plan horizontal z- k. 



Figure 1.1: Relation entre le graphe d’une fonction et ses courbes de niveau. Geometriquement, la ligne de niveau est la 
projection sur le plan (x, y) de l’intersection de la surface representative de / avec le plan d’equation z-k. Par 
exemple, si / represente la hauteur d’un point de la surface terrestre, ses courbes de niveau sont celles apparais- 
sant sur les cartes topographiques. 


' o Exemple 

La fonction de production de Cobb-Douglas /: (R*) 2 — R s’ecrit f[x,y ) = x a yP (avec a,fi > 0). Les courbes de niveau d'une telle 
fonction sont nominees isocantes ou courbes d’isoproduction. Pour un niveau fixe k > 0 de production, l'equation x a yP = k determine 
les points du plan (x, y) donnant toutes les combinaisons des quantites de facteurs qui permettent de produire ce niveau k. 



© G. Faccanoni 
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Figure 1.2: Les lignes de niveau refletent souvent une realite physique. Sur une carte topographique, elles designent les 
points de meme altitude (ici, l’altitude du point A est 940 + d - 940 + cbl a). Sur une carte meteorologique, elles 
sont les isothermes (lignes reliant les points d’egale temperature) ou les isobares (lignes reliant les points d’egale 
pression). 


Exemple 

Soit a > 0 et considerons la fonction f(p, <r) = p - an 2 . Cette fonction est souvent utilisee en gestion de portefeuille : p designe la 
rentabilite attendue du portefeuille et a sa volatilite (ecart-type de la rentabilite). La fonction / represente l’utilite attendue d’un 
investisseur qui presente de l’aversion vis-a-vis du risque (n 2 est affecte d’un coefficient negatif). Les courbes de niveau pour a fixe 
sont ici appelees courbes d’indifference ou courbes d’iso-utilite puisqu’elles caracterisent les rentabilites attendues et les volatilites 
des portefeuilles qui atteignent, pour l’investisseur considere, un niveau fixe d’utilite attendue. 



9 Cartes topographiques 

On peut considerer le relief d’une region comme etant le graphe d’une fonction de deux variables (par exemple, l’altitude 
en fonction de la longitude et de la latitude). Une courbe de niveau nous indique les points de meme altitude (ou de 
meme niveau). En dessinant les courbes de niveau avec leur altitude correspondante, on obtient la carte topographique 
du relief. La lecture d’une carte topographique permet non seulement d’obtenir des mesures quantitatives du relief, mais 
aussi de faire rapidement des observations qualitatives sur sa nature. Par exemple, localiser les points de plus haute et de 
plus basse altitude ; les cretes, les fonds, les vallees, les cols, etc. ; les endroits du relief oil les pentes sont plus escarpees 
ou plus douces, puisqu’ils correspondent respectivement aux courbes de niveau tres rapprochees ou tres distantes. 


o Exemple 

L’image ci-contre montre les courbes de niveaux d’une fonction 
/. On peut alors se faire une idee de Failure de la fonction. Par 
exemple /(1,3) » 72, /( 4,5) as 56, /( 3,3) < 50 etc. 




Alice se rend chez son epicier pour y acheter des grappes de raisin et du fromage a la coupe. Le prix du raisin est fixe a 5 euros le Kg, 
celui du fromage considere est de 18 euros le Kg. Si Alice decide d’ acheter x Kg de raisin et y Kg de fromage, sa depense en euros est de 


D[x,y ) = 5x + 18y. 

Cette depense constitue done une fonction lineaire D : IR^ — R + des variables x et y. Le graphe obtenu est une portion de plan. 
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1 Fonctions de plusieurs variables 


Si Alice decide de payer en liquide et dispose de L euros seulement, elle ne peut envisager que des budgets ( x , y ) tels que D{x, y ) < L. 
Graphiquement, ceci revient essentiellement a envisager une intersection de la surface S avec des plans horizontaux d'equation z = 
jfce [0;I]. 



Le nombre de voitures produites annuellement par une usine depend du nombre x d’heures de travail et du capital y a disposition de 
la maniere suivante : 

N(x,y) = 2x 2/3 y 1/3 . 

On suppose par ailleurs que le cout de production de q voitures s’eleve a 

C{q) = 1 + 3q + q 2 

et l’on definit aussi une fonction benefice B : R^ — * R par 


B(q, p) = qp - C[q). 

oil p est le prix. N et B sont des fonctions definies sur R^, a valeurs reelles, non lineaires : les surfaces ne sont plus des portions de 
plan ! On peut envisager d’etudier le comportement de la fonction B a prix fixe, c’est-a-dire lorsque p est fixe a une certaine valeur pq. 
Graphiquement cela correspond a considerer l’intersection de la surface avec le plan vertical d’equation p = po- On peut aussi s'inte- 
resser a l’ensemble des couples [q, p) permettant de realiser le benefice Bq. Graphiquement cela correspond a considerer l’intersection 
de la surface avec le plan horizontal d'equation z = Bo- On peut de plus envisager la fonction B : R+ — ^ > R donnant le benefice annuel 
realise en fonction du nombre d’heures de travail, du capital et du prix unitaire fixe : B [x, y, p) = B ( N [x, y) , p) . B est une fonction de 3 
variables, son graphe se situe done dans R 4 . Cependant les surfaces de niveaux peuvent etre visualisees, ainsi que les variation de B en 
fonction de x lorsque les variables y et p sont fixees. 


Faccanoni 
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Exercices 

^iExercice 1.1 

Dans chaque cas, determinez et representez le domaine de definition des fonctions donnees. 

L /(x,y) = 2 . /(x,y) = |g= 3. f{x,y) = ln(x+ y) 4. fix, y, z) = ^±R 

Correction. 


1. @> = {(x,y) £ IR 2 | y < x 2 et y> 0} 



/ 


X 


2. 3> = { (jc, y) £ IR 2 | y > 0 et x > y } 

y + 


x 


3. @ = {(x,y)EM 2 \y> -x} 


y, 


4. Q) = { ix, y, z) £ IR 3 | y f 0 et 

zfO} 


Exercice 1.2 


Dans chaque cas, determinez les courbes de niveau des fonctions de deux variables donnees. Esquissez ensuite leurs 
graphes (le graphe peut etre vu comme un empilement de courbes de niveau qui ferment une surface dans IR 3 ). 


1. f(x,y) - x+ y 3. f(.x,y) = y — cos(x) 

2. f(x,y) = e^-* 2 


Correction. 

1 . f{x, y) = x+ y- 1 : f(x, y) = k ssi y — 1 - x— k, les courbes de niveau sont done des droites et le graphe de / est un plan. 




2. f[x, y ) = e y ' 2 : fix, y) = k ssi y = x 2 + ln(7c), les courbes de niveau sont done des paraboles. On observe notamment la 
croissance exponentielle marquee lorsque les valeurs prises par y sont grandes et celles prises par \x\ sont petites. 
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1 Fonctions de plusieurs variables 



3. fix, y) = y- cos(x) : fix, y) = k ssi y — cos(x) + k 



Exercice 1.3 Domaine de definition, courbes de niveau 

1. Determiner et representer le domaine de definition de la fonction / : K 2 

2. Determiner et representer ses courbes de niveau. 


IR definie par fix,y ) = ln(x- y 2 ). 


Correction. 





© G. Faccanoni 
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Exercice 1.4 


Associer chaque fonction (1-6) a sa surface (A-F) et a ses courbes de niveau (I-Vl) : 

1. f[x, y) = sin(xy) 

2. f[x, y) = sin(x - y) 

3. fix,y) = (1 - x 2 )(l - y 2 ) 

4- f(x,y) = 

5. fix,y) - e*cos(y) 

6. fix,y ) = sin(x) - sin(y) 



D 



E 







Correction. 1-C-II, 2-F-1, 3-B-VI, 4-D-Y 5 -A- IV, 6-E-III. 
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1 Fonctions de plusieurs variables 


) Exercice 1.5 


Associer chaque fonction (1-6) a sa surface (I-VI). 

1. f{x,y) = \x\ + \y\ 

2. f(x,y) = \xy\ 

3- /(x,y) = TT3 ^ F 

4. f{x,y) = (x 2 - y 2 ) 2 

5. f(x, y) = ix-yf 

6. f[x,y) = sin(|x| + |y|) 








Correction. 1-VI, 2-V, 3-1, 4-IV 5-II, 6-III. 


^vExercice 1.6 

Dans la figure ci-contre on a trace les isobares de l’Ame- 
rique du Nord au 12 aout 2008. La pressione indiquee est 
mesuree en millibars (mbar). 

1. Donner une estimation de la pression a Chicago 
(point C) , a Nashville (point N), a San Francisco 
(point S) et a Vancouver (point V). 


2. Dans quelle ville le vent est le plus fort? 



Correction. Au point C la pression est de 1013 mbar environ, au point N la pression est de 1012mbar environ, au point S 
la pression est de lOlOmbar environ, au point V la pression est superieure a 1016mbar. Le vent est plus fort a San Francisco 
car le gradient de pression est plus fort que dans les autres villes. 


© G. Faccanoni 
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La notion de limite pour une fonction de plusieurs variables generalise naturellement la notion correspondante dans le cas 
des fonctions d’une seule variable. Toutefois, un nouvel element entre en jeu : les limites unilaterales ( i. e. de la gauche et 
de la droite) perdent leur sens et sont remplacees par les nombreuses limites directionnelles possibles. En effet, des que le 
domaine se situe dans un espace a deux dimensions au moins, les chemins qui menent a un point donne peuvent suivre 
divers axes. Ainsi, l’ensemble des points en lesquels une limite peut etre consideree, doit etre defini en tenant compte de 
toutes les possibilities d’acces (voir par exemple la figure 2.1). Une fagon commode de proceder s’appuie sur la notion de 
boule ouverte dans R" qui generalise celle d’intervalle ouvert dans R. Pour cela il faut d’abord introduire la notion de norme 
dans R" qui generalise la notion de distance dans R. 





Figure 2.1: Differents fagons de s’approcher du point xq. 


^Definition Norme 

On appelle norme sur D 


1 toute application N de R'' dans [0; +oo[ possedant les proprietes suivantes : 


N(x) — 0 x = 0 
IV(Ax) = |A[AT(x) 
lV(x+ y) < AT(x) + N[y) 


pour tout x £ R” (separation) , 

pour tout x £ R” , pour tout A e IR (homogeneite) , 

pour tout x, y e R” (inegalite triangulaire) . 


On emploie generalement la notation ||x|| pour N{x), qui rappelle l’analogie avec la valeur absolue dans R ou le module 
dans C. 


(jpPropriete 

Pour tout x, y e R n 


llx||-||y|| <||x-y||< ||x|| + ||y[|. 


^Definition Boules 

Dans M” muni d’une norme on appelle 

D> Boule ouverte de centre A £ R' 1 et de rayon r > 0 l’ensemble S3 {A, r ) = {x£ R" tel que ||x- A|| < r} ; 
> Boule fermee de centre A £ R" et de rayon r > 0 l’ensemble S3[A, r) — {x£ U' 1 tel que ||x — A|| < r}. 


Normes classiques 

Soit p £ l\l * . Dans R" , on utilise les normes classiques suivantes definies pour x = (xi , xz , . . . , x n ) par : 


llxllp = 



Si p — 2, on parle de norme euclidienne. 


||x|| 00 = sup{[xi|,|x 2 |,...,[x„|}. 
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L + e 
L 

L— E 



Figure 2.2: lim f(x,y)-L 

(x,y)—(n,b) 


i Exemple 

On veut dessiner les boules fermees de centre (0, 0) et de rayon r > 0 relatives aux trois normes classiques de R 2 : 
La boule fermee de centre (0,0) et rayon r > 0 est l’ensemble de points 


M( 0, 0), r) = {[x, y) £ R 2 | || (x, y) - (0, 0) || < r} = {(x, y) £ R 2 | || (x, y ) || < r}. 


> Pour la norme || ■ lloo on a 

> Pour la norme || -|li on a 

> Pour la norme || • || 2 on a 


IIU,y)lloo < r 
II (x, y)W\<r 
Hx,y)h<r 


sup{|x|,|y|}< r. 
\x\ + \y\<r. 


|x| 2 + |y| 2 < r 2 . 



max{|x|,|y|}<r |x| + |y|<r 

La mot «boule» a done ici un sens plus generale que dans la vie courante ! 


x 2 + y 2 < r 


111, II ■ II 2 et I 


^Definition Limite en un point 

Soit 2> un ouvert de K", A e 2) et / une fonction definie sur S>, eventuellement non definie en A, a valeurs reelles. 
> On dit que / a pour limite £ au point A, ce que Ton ecrit lim /(x) = £, si pour tout e > 0 il existe 8 > 0 tel que 

x— A 


autrement dit 


xe§\ {A} et ||x — A|| < 8 => |/(x) - £\ < e, 
xe@nS§(A,<5) |/(x)-/|<e. 


Voir la figure 2.2 pour un exemple avec une fonction de deux variables et la norme euclidienne. 

> On dit que / tend vers +00 quand x tend vers A, ce que Ton ecrit lim/(x) = + 00 , si pour tout M > 0 il existe 8 > 0 tel 

x— A 

que 

xe® \ {A} et ||x — A|| < 8 / (x) > M, 


autrement dit 


xe@ingSlA,8) => |/(x) — £\> M. 


\> On dit que / tend vers -00 quand x tend vers A, ce que 1 on ecrit lim/(x) = - 00 , si pour tout M < 0 il existe 8 > 0 tel 

x— A 

que 

xe® \ {A} et ||x — A|| < 8 => /(x) < M, 


autrement dit 


xe&nSSlA ,8) =^> \f(x)-£\<M. 
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2 Limites et continuite 


(§)Propriete 

L’ existence et la valeur eventuelle de la limite sont independantes de la norme choisie dans R 2 . Lorsqu’elle existe, la limite 
est unique. 


(gPropriete 

I Si / a pour limite £ en A, la restriction de / a to ate courbe continue (non seulement les droites !) passant par A admet la 
I meme limite £ . 


Astuce 

En pratique, pour prouver qu’une fonction de plusieurs variables riadmet pas de limite en A, il suffit d’expliciter une 
restriction a une courbe continue passant par A qui riadmet pas de limite, ou deux restrictions qui conduisent a des 
limites differentes. Mais pour prouver l’existence d’une limite, il faut considerer le cas general. 


^Attention 

| Si la restriction a toute droite passant par A admet la meme limite, on ne peut pas conclure que la limite existe ! 


^Definition Continuite 


Soit / une fonction de Q) c R" dans R. On dit que / est continue en A e @ si / possede en A une limite egale a /(A). Si / 
est continue en chaque point de 3>, on dit que / est continue sur @. 



Definition Prolongement par continuite 


Soit / une fonction de ® c B" \ {A} dans R. Si lim /(x) = £, la fonction / definie sur @ u {A} par /(A) - £ et fix) - fix) 

x— A 


pour x e 3> est la seule fonction continue en A dont la restriction a @ soit /. On 1’appelle le prolongement par continuite 
de / a A. 


2;Propriete Operations algebriques 

Les fonctions continues de plusieurs variables jouissent des memes proprietes que les fonctions continues d'une seule 
variable. Les fonctions elementaires telles que les polynomes, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonome- 
triques sont continues dans leurs domaines de definition respectifs. La continuite des autres fonctions s’etablit, le cas 
echeant, en tant que somme, produit, composee, le quotient (lorsque le denominateur ne s’annule pas) etc., de fonctions 
continues. 



1. f[x,y) = x 2 + y 2 - xy + y est continue dans R 2 (polynome du second degre a deux variables). 

2. f[x,y, z) = e y + xy 2 - z est continue dans R 3 (somme d’une exponentielle et d’un polynome). 

3. f{x,y) = ln[x + y 2 ) - 3 est continue dans @ = { (x, y) e R 2 | x + y 2 > 0 } comme somme du logarithme d’un polynome (fonction 
composee) et d’une constante. 


En pratique, lorsque n- 2, il est souvent utile de passer aux coordonnees polaires pour ramener le calcul de la limite d’une 
fonction de deux variables a celui de la limite d’une fonction d’une seule variable. En effet, tout point (x, y) de R 2 \ 1 [a, b ) } 
peut etre represente par ses coordonnees polaires centrees autour d’un point (a, b) grace aux relations : x - a + rcosffl), 
y-b+r sin(-d) avec r>0etd£ [0;27t[. 
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|| [x- a,y-b ) || <£} 


Dans cette ecriture, r represente la distance entre (a, b ) et [x, y) de sorte que 


lim fix, v) = lim f[a+ rcos(d),/; + rsin(d)) 

( x,y)-*(a,b ) r-»0 


On peut alors utiliser la condition suffisante suivante : 

^Proposition 

S’il existe £ e [R et une fonction r ^ s- sir ) telle que au voisinage de ( a , b) on a 


alors 


| f(a+ rcos(d),d + rsin(d)) - £\ < s(r) * 0, 

r— 0 


lim 

(x,y)-*{a,b) 


fix,y) = £. 



jf- y 4 - 

Montrons de deux manieres que lim fix, y ) avec fix, y ) = 2 1 2 n’ existe pas. 

(jc,y) — - (0,0) x + y 

Premiere methode. La premiere methode utilise la definition de limite. En effet, le long de l’axe horizontal qui a equation y = 0, on a 


lim 

(x,y)-(0,0) 

y=0 


x 2 -y 2 
x 2 + y 2 


x 4 

lim — 1 

jc— 0 x 2 


tandis que, le long de l’axe vertical qui a equation x = 0, on a 


lim 


2 2 
x -y z 


(x,y)— (0,0) x 2 + y 2 
x=0 


= lim —A = - 1 
y— 0 y 2 


de sorte que les deux limites ne coincident pas. 

Deuxieme methode. La seconde maniere est basee sur les coordonnees polaires. En posant x = r cos(d) et y = r si n CD) , on a 


lim fix,y)= lim /'(rcos(d), rsin(d)) 
(jc,y) — » (0,0) r— >0,Vd 


r 2 (cos 2 (d) - sin 2 (d)) 

lim “5 s-r o 

r—0,VS r 2 (cos 2 (d) + sin 2 (d)) 


lim (cos 2 id)- sin 2 (d) ) = cos (2d) . 
r— >0,Vfl 


y 4 - 

Le resultat varie selon la direction d, done lim n’ existe pas. 

(jc,y)-> (0,0) x + y 


'o Exemple 

> Soit / la fonction definie sur R 2 \ {(0,0)1 par 


/ (x, y) = 


xy 


x 2 + y 


2 ■ 


Comme /( 0, t] = 0 et fit, t) = | alors / ne peut pas etre prolongee par continuite en (0,0). 
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> Soit / la fonction definie sur R 2 \ {(0,0)1 par 


fix,y ) 


xy 

\Jx 2 + y 2 


Pour trouver la valeur de la limite, si elle existe, il suffit de calculer la limite d'une restriction a une courbe continue passant par 
(0, 0) : comme /( 0, f) = 0 pour tout t, si la limite existe elle est 0. Pour verifier que c’est bien la limite on passe en coordonnees 
polaires : on pose x = r cos(fi) et y = r sin(fi) pour r > 0 et d e [0, 2n ] ; on obtient 


fMrMyirM 

Comme |sin(2fi)| < 1, alors \ f{x,y)\ < | 


r 2 cos(-ff) sin(-S) 


r— 0 


\/ r 2 (cos 2 (fi) + sin 2 (fi)) 

0 independamment de t), done 


rcos(fi) sin(fi) = -sin(2fi). 


lim 

(jc,y)— *(0,0) 


f(x,y) = 0. 


/ peut done etre prolongee par continuite en (0, 0) par la valeur 0. 


© G. Faccanoni 
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Exercices 


<VExercice 2.1 

Ces limites existent-elles dans R ? 


1 . 


1 


lim 

(x,y)-(l,l) x-y 


2. lim 


y 


(x,y)— >(1,0) (x — l) 2 + y 2 




3. 


lim 

(x,y)— >(0,0) 


xy 

x 2 + y 2 


Correction. 

1. Lalimitelim^-^d,!) -3- n’existepas car /(l,y) = y^- <■ -00 et /(l,y) = y^- — +00. 

y y y_»2+ y y— »i 

2. En polaire x = 1 + r cos(fl), y-r sin (ft) : fir, {)) = r sin 3 d et [ r sin 3 f)| < r ainsi lim fir, ■9) - 0 et finalement 


r— >0 


lint 


y 


(x,y)— >(1,0) (x-l ) 2 + y 2 


= 0 . 


On peut egalement utiliser le theoreme du pincement sans passer par les coordonnees polaires, grace aux inegalites 
suivantes : 


2 2 2 
x z + y z > y 2 


r 


x 2 + y 2 


|y| 3 

<^~Y=\y\ Vy^O. 

y 


3. La limite lim^yj^o.o) Jt+yi n’existe pas car /(x, x) = | et /(x, 0) = 0. 


^./Exercice 2.2 


Soit / la fonction definie sur H 2 par 


fix,y) 


x 4 -2x 2 y + 3y 2 

0 


si (x,y) ^ (0,0) 
sinon. 


Montrer que la restriction de / a toute droite passant par l’origine est continue mais que / n’est pas continue a l’origine. 


Correction. Remarquons tout d’abord que la fonction est bien definie dans R 2 puisque 

x 4 - 2x 2 y + 3y 2 = (x 2 - y) 2 + 2y 2 

ne s’annule qu’en (0,0). 

La restriction de / aux droites x = 0 et y = 0 est la fonction nulle. De plus, la restriction de / a la droite y = mx, avec m y 0, 
donne 


f{x, mx ) 


mx 


x 2 -2mx + 3m 2 

et tend vers 0 quand x tend vers 0. Comme /( 0, 0) = 0, la restriction de / a toute droite passant par l’origine est done continue. 
Considerons la restriction de / a la parabole y = x 2 . On a 

„ 2 x 4 1 

/(x,x 2 ) = J = 

J 2x 4 2 


Par consequent, fix, x 2 ) ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0. 


^ Exercice 2.3 

Soit / la fonction definie sur R 2 \ {(0, 0)} par 


fix,y) = 


xln(l + x 3 ) 


y(x 2 + y 2 ) 

Calculer, si elle existe, la limite de / pour (x, y) qui tend vers (0,0). 
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Correction. Pour m ^ 0 on a fix, mx ) 
pas. 


ln(l + x 3 ) 
m{ 1 + m 2 )x z 


* 0 mais f{x,x 2 ) 

x~0 


ln(l + x 3 ) 
x 3 (l + x 2 ) 


* 1. La limite n’existe done 

x— 0 


^Exercice 2.4 


Soit / : R 2 — *• R la fonction ainsi definie 


fix, y) 


x + y 

si (x, y) ^ (0,0), 

x 2 + y 2 

0 si (x, y) = (0,0). 


Est-elle continue sur R 2 ? 


Correction. On utilise les coordonnees polaires : x = rcos(d), y = rsinfd); alors /(r,d) = r(cos 3 d + sin 3 d) et comme 
|/(r,d)| < |2r| * 0, on en deduit que lim r _o fir, -9) - 0 independamment de d, ce qui prouve que lim^y^o.o) fix,y) - 0, 

i.e. que / est continue en (0,0). De plus elle est continue sur R 2 \ {(0,0)} comme quotient de fonctions continues dont le 
denominateur ne s’annule pas. Nous pouvons done conclure que / est continue sur R 2 . 

^/Exercice 2.5 

Montrer que la fonction / : R 2 \ { (0, 0) } — <• R definie par 


fix,y) = 


xy 


x 2 + y 


4 


n’est pas prolongeable par continuite en (0,0). 


Correction. Pour que / soit prolongeable par continuite en (0, 0) il faut que lim^y^o.o) fix, y) — £ e R. Pour prouver que 

cette limite n’existe pas il suffit d’expliciter deux restrictions a deux courbes continues passant par (0, 0) qui conduisent a des 

3 

limites differentes. La restriction de / a la courbe continue y — x qui passe par le point (0, 0) est la fonction fix, x) - yj—y ~ 
Y ^2 ■ La restriction de / a la courbe continue x-y 2 qui passe par le point (0, 0) est la fonction fiy 2 ,y ) = = \ ■ Comme 

fix, x) * 0 mais fiy 2 ,y) — h la fonction n’est pas prolongeable par continuite en (0,0). 

jc— o 2 


^pExercice 2.6 

Montrer que la fonction / : R 2 \ { (0, 0) } -► R definie par 


fix,y) = 


sin(x 2 ) - sin(y 2 ) 


x 2 + y 2 


n’est pas prolongeable par continuite en (0,0). 


Correction. Pour que / soit prolongeable par continuite en (0, 0) il faut que lim^yj^o.o) fix, y) — £ e R. Pour prouver que 
cette limite n’existe pas il suffit d’expliciter deux restrictions a deux courbes continues passant par (0, 0) qui conduisent a des 
limites differentes. La restriction de / a la courbe continue y - 0 qui passe par le point (0, 0) est la fonction /'( x, 0) = sir ^ ( 2 t 1 . La 
restriction de / a la courbe continue x = 0 qui passe par le point (0, 0) est la fonction /( 0, y) = — sm( -!' 1 . Comme fix, 0) * 1 

y x^o 

mais /(0,y) = -1, la fonction n’est pas prolongeable par continuite en (0,0). 
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<5/Exercice 2.7 

Soit / : [R \ { (0, 0) } — ► DF8 la fonction definie par fix, y ) = x 2 + f ■ Montrer que lim^yj^o.o) fix, y) = 0 de trois farcins : 


1. d’apres la definition, 

2. d’apres le theoreme de pincement, 

3. en utilisant les coordonnees polaires. 


Correction. 

1. Soit £ > 0. II faut trouver r > tel que 


x 2 + y 2 - o 


< r 


6 x 2 y 


x 2 + y 2 


-0 


< £. 


Comme on a 


2 2 2 
x +y > xr 


6x 2 y 


il suffit de choisir r = e/6. 

2. Pour tout (x, y) f (0, 0) on a 


x 2 + y 2 


0 < 


6x 2 |y| rr “ 

— = 6|y| < yx 2 + y 2 \/(x,y)f( 0,0), 


6x 2 y 


x 2 + y 2 


<6|y| 


(x,y)-( 0,0) 


3. Posons x — r cos(fi) et y-r sin(fi). On obtient 


6x 2 y 9 

lim — ^ = lim(6rcos 2 ('0)sin('0)). 


(jc,y) — > (0,0) X 4 + V z r—0 
J VS 


Or, 0 < [6rcos 2 (fi)sin(fi)| < 6r * 0, done limr* V )_m 0) /(x,yj = 0. 

r— 0 


>Exercice 2.8 

Calculer la limite si elle existe 


x 4 +y 4 


a) lim , - , ; 
(jc,y) — > (0,0) x +r 

b) lim ; 

(jc,y) — > (0,0) x + y 


C) 


lim 

y)— (0 

lim 


nm 2 ; 

(jc,y)— (0,0) x + y 

xy-2y 


d) mil — — t — f — 7 ; 

(jc,y) — - (2,0) x 2 +y^-4x+4 


e) lim 


ysin(x+l) 


mil o 0 — r > 
(.x,y)—(l,2) x “ 2x+1 


f) lim 


O 0 

x*+y* 


nm . ; : — ; 

(jc,y) — > (0,0) v x 2 +y 2 +l-l 


g) lim 

(JC.y)— (0,0) 

h) lim 


2x 2 +3xy+y 2 
x 2 +5 y 2 

jx+y) 2 


(i,yH0,O) x2+ y 2 


ou montrer qu’elle n’ existe pas : 

i) 


1 • A, Sill V 

lim 2 o 2 

(jc,y) — - (0,0) x ~ +i y 


j) 

k) 

l) 

m) 


lim 

U,y)— (0,0) 

lim 


arctan((x+ yr) 


(x,y)— >(0,0) x2+ y 2 ’ 

_ .2 _ .3 

lim 


(x,y)—> (0,0) 2 x 2 +y 2 ’ 


lim 


sin(x 2 +y 2 ) 


(x,y)— >(0,0) * + y 


n) lim — 2 ' 2 ; 

(x,y)— >(0,0) x + y 


o) lim xe 

(x,y)— >(o,o) 

p) lim 


xly . 
xlny 


(x,y)— *(0,1) \J x 2 +(y-l) 2 ’ 


q) lim 3 , A y 2 ; 

H (x,y)— >(0,0) x +y 

r) lim 4 y 2 ; 

(x,y)— (0,0) x + y 


xy+yz 2 +xz 2 


s) lim — o — o — r , 

(x,y,z)— (0,0,0) * 2 +y 2 +z 

t) lim 


(x,y)-(0,0) y/ x 2 +y 2 ’ 


u) lim * 2 x 3 + y 2 + y 3 ■ 

(jc,y) — > (0,0) x + y 

v) lim ^ ; 

(x,y)— >(0,0) x+ y 

w) lim (x 2 + y 2 ) ln(x 2 + y 2 ) + 5. 

(x,y)— (0,0) 


Correction. 

a) Comme |/(x, y) | < - x 2 + y 2 et en polaire x 2 + y 2 = r 2 


* 0 alors lim 2 ' 2 - 0. 

r— >0 (x,y)— >(0,0) x + y 


b) Comme fix, y) > 


1 


et en polaire x z + y 2 - r 2 - 


r— 0 


• 0 alors lim 


(x,yj-»(0,0) x2+ y 2 


^^ = +00. 


c) En polaire : f{r, = r cos 3 & et | r cos 3 fil < r. Comme lim fir, Q) — 0 alors lim f ., 

P J r- 0 J (x,y)— >(0,0) x2+ y 2 


= 0. 


d) Comme /(x,0) = 0 et /(x,x- 2) = \ la limite lim 


xy-2y 


(jc,y) — • (2,0) x + y _4x+4 


n’ existe pas. 
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e) Comme fix, 2) = 


X— 1 


oo alors lim - s , in . fA+1) n’existe pas, 

fv 91 X--2X+1 r 


(x,y)-( 1,2) 


f) Enpolaires : fir,d) - 


'r 2 + 1-1 


qui ne depend que de r. Comme lim fir, f)) -2 alors lim 


r— 0 


(x,y)— >(0,0) \/x 2 +y 2 +l-l 


- 2 . 


g) Comme fix, 0) = 2 et /(0,y) = i alors lim 


(x,y)-(0,0) * +5 1 


n’existe pas. 


h) Comme /(x, x) = 2 et /(x,-x) — 0 alors lim 


(x+y) 2 


i) En polaires : /(r, d) 


_ cos 2 (fl) sin 2 (rsin(g)) 
1+2 sin 2 (0) 


7 — t n existe pas. 

(x,y)— >(0,0) x + y 

et |/(r,#)| < sin 2 (7'sin(-S)). Comme lim/(r,d) = 0 alors lim 


r— >0 


? • ? 

xrsmry _ 
•2 + q v 2 “ 


(x,y)-*(0,0) x + 3 r 


0. 


j) Comme /(x, x) = arctan « 2j:)2) ► 4 et fix, 0) = „ i a lors lim arctan( ‘f +J/)2) n’existe pas. 

r • " x y— 0 (x,y)— (0,0) x 


x— >0 

X 2 y 2 

k) Comme fix, 0) = 1 et f(0, y) = -1 alors lim 2 2 n’existe pas. 

J (x,y)-( 0 , 0 ) ^ +r F 


1) Enpolaires : f(r,d) = et |/(r,d)| < car |cos 2 (tf) sin 3 < 1. Comme Urn f{r,6) = 0 alors 


xy 


m) En polaires : fir,d) — sm 4 1 . Comme lim fir,d) - 1 alors lim °‘“4 ^ ' = 1. 
F 2 r2 r-0 2 (x,y) — > (0,0) * 2+ l 2 


n) Comme /(x, 0) = x * 0 mais /( 0, v) = 1 * 

x —< >0 y— 0 


1 alors lim 


. 

2j _ x /2 = 0n existe pas. 


o) Comme f (x, x) = xe * 0 mais f (x, x 2 ) = xe llx ■ 

x-0 x— >0+ 


(x,y) — > (0,0) x + y 

+oo alors lim xe xly n’existe pas. 

(*,y)-(0,0) 


p) Enpolaire : fir, 9) = cos(fl) 1 n ( 1 + rsin(fl)) et |cos(t9)ln(l + rsin(#))| < jlnfl + rsin(fi))|. Comme on calcule lalimite pour r - 


0, onpeut supposer r < \ ; dans ce cas |ln(l+r sin(-9))| < |ln(l+7‘)| * 0 et comme lim fir, 9) = 0 alors lim 


xlny 


r— 0 


r— -0 


0. 


(x,y)-(0,l) \/x 2 +(y-l) 2 


q) Enpolaire : fir, 9) = 3rcos z ($) sin($) et |3r(cos z ($) sin(#))| < 3r. Comme lim/(r,d) = 0 alors lim 3 2 x y 2 - 0. 


r— >0 


(x,y)->(0,0) x + y 


r) Comme /(x,x)- 


X 3 _ X 
X 4 + X 2 ~ X 2 + 1 


x— 0 


0 mais f{x,x 2 ) ■ 


l 

x 4 +x 4 2 


= 4 alors lim 


(x,y)— (0,0) x + y‘ 


2 

^4 n’existe pas. 


s) Comme /(x, x, x) = x2 2 2x ^ = * \ mais /(x, 0, x) = .f A = -j- 2 ^ * 0 alors lim xy .t y ~ 2 + t 4 n’existe pas. 


x— 0 


x— >0 


(x,y,z)— (0,0,0) x +y~+z 


t) En polaire : fir, 9) = rcos 2 (fl) et | r cos 2 (-£?) | < r. Comme lim fir, 9) - 0 alors lim = = 0. 

r— 0 (x,y)-> (0,0) i Jx 2 +y 2 

u) ~t 2 + y 2 +y - 1 + y %2 ~4 ■ Si on definit g(x, y) = ^,"4, , en polaire g{r, 9) = risin 3 9-cos 3 9) et [r(sin 3 #-cos 3 #)| < 2r. Comme 


lim fir, 9) = 0 alors lim 5 — *- 

r- 0 J (x,y) — - (0,0) x +r 


= 1. 


v) Comme fix, 0) = 1 et f( 0, y) = -1 alors lim 4^ n’existe pas. 

(x,y) — > (0,0) x+ y 

w) Enpolaire : fir, d) = r 2 ln(r 2 ) + 5 ► 5 alors lim (x 2 + y 2 )ln(x 2 + y 2 ) + 5 = 5. 

x-0 (x,y)->(0,0) 


© G. Faccanoni 


21 




3 et <£i^&iexrica(Utite, £a*ictiavL& 

iMfetcccte& 


3.1 Derivees partielles 


L’unique derivee d’une fonction d’une variable reelle, lorsqu’elle existe, est liee aux variations de la fonction tandis que la 
variable parcourt l’axe des abscisses. Pour une fonction /: R 2 — ► R, dont le graphe est une surface de R :i , la situation est tres 
differente. En effet, l’axe reel n’offre que deux types de mouvements possibles : de gauche a droite et de droite a gauche tan- 
dis que le plan R 2 possede une infinite de directions. II peut s’averer interessant d’etudier comment une fonction /: US 2 — ► IR 
evolue lorsque la variable suit l’une ou l’autre direction du plan. A cet egard, considerons d’abord la direction horizontale. 
Prenons le point (xo,yo) du domaine de /. Son image est /(xo,yo) £ IR et le graphe de la fonction, qui est la surface d’equa- 
tion z = fix, y) de IR 3 , comporte le point (xo,yo,/(xo,yo))- L’intersection du graphe de / avec le plan vertical y = yo est la 
courbe d’equation z = f(x, yo) de R 3 . Le point (xo,yo) etant fixe, on peut alors interpreter cette courbe comme le graphe 
de la fonction f ya d’une seule variable definie par f yo [x) — fix, y 0 ). Si f yn est derivable en x 0 , alors sa derivee nous ren- 
seigne sur la variation de la fonction / lorsque (x, y) se deplace le long de la droite horizontale de IR 2 passant par le point 

Ub.yo)- 


Lorsqu’on pose toutes les variables d’une fonction egales a une constante, sauf une, on obtient alors une fonction d’une seule 
variable, qui peut etre derivee suivant les regies habituelles. 

^Definition Derivees partielles premieres 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte @ de IR 2 . Soit (xo, yo) £ Les derivees partielles de / 
en (xq, yo) sont les derivees des fonctions partielles f yo et f Xo evaluees en (xq, yo), i e. les fonctions 


df 

dx 


(x 0 ,yo) =/y 0 (x) = lim 
J h — * 0 


/ (x 0 + h, y 0 ) - /(x 0 , y 0 ) 
h 


df 

dy 


(x 0 ,y 0 ) = f x ly) = lim 

h — »0 


/(x 0 ,y 0 + h) - /(x 0 ,y 0 ) 
h 


derivee partielle de / par rapport a x au point (xo, yo), 
derivee partielle de / par rapport a y au point (x 0 , yo). 


II s’agit de limites d’une fonction reelle de variable reelle ! 

Si / admet toutes les derivees partielles premieres, on dit que / est derivable. 


[^3 Remarque Notation 

df 

— se note aussi d x f ou f x . (Attention a ne pas confondre f x la derivee de / par rapport a x avec f X() la fonction partielle 
associee a /.) 


Definition Vecteur gradient 


Le gradient de / en (xo, yo), note V/(xo, yo) ou encore grad/(xo, yo), est le vecteur dont les composantes sont les derivees 
partielles premieres. II est orthogonal a la courbe de niveau de / passant par (xq, yo). 


^Astuce 

I En pratique, pour calculer la derivee partielle d x f (resp. d y f ), on derive / comme si elle etait une fonction de la seule 
variable x (resp. y) et que l’autre variable, y (resp. x), etait une constante. 


Ces definitions se generalisent de maniere naturelle a toute fonction de n variables. 
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Exemple 

Soit fix, y) = 4 - xf - 2y 2 . On a d x f(x, y) = -2 xy et dyfix, y) = -Ay. Le graphe de / est le parabolo'ide z = 4 - x 2 - 2 y 2 et le plan vertical 
y = 1 l’intersecte dans la parabole z = 2 - jc 2 , y = 1 (et on appelle cette courbe Ci comme dans la figure a gauche). La pente de la droite 
tangente a cette parabole au point (1,1,1) est d x fil, 1) = -2. De la meme fagon, le plan vertical x = 1 intersecte le paraboloi'de dans la 
parabole z = 2-2 y 2 , x = 1 (et on appelle cette courbe C 2 comme dans la figure a droite). La pente de la droite tangente a cette parabole 
au point (1,1, 1) est dy/(l, 1) = -4. 



Les derivees partielles jouissent des memes proprietes que les derivees de fonctions d’une seule variable. En particulier, 
les fonctions elementaires telles que les polynomes, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonometriques sont 
derivables dans leur domaine respectif. La derivabilite (partielle) des autres fonctions s’etablit, le cas echeant, en tant que 
somme, produit, composee, etc., de fonctions derivables. Les regies de derivation sont egalement similaires, a l’exception 
de celle relative a la derivation des fonctions composees. En effet, lorsque n > 1, il est impossible de realiser un produit de 
composition entre deux fonctions de R” — R. 



1. Soit la fonction fix, y) = 3x 2 + xy- 2 y 2 . Alors @ = IR 2 , / est continue, d x fix, y) = 6 x + y (car y est consideree constante) et 
dyfix, y) = x - 4y (car x est consideree constante). 

2. Soit la fonction /(x, y, z) = 5xzln(l + 7y). Alors @ = {(x, y, z) | y > -1/7), / est continue et d x fix,y,z ) = 5zln(l + 7y), dyfix,y, z) = 
ffff et d z fix, y, z) = 5xln(l + 7y). 

3. Considerons l’entropie d'un gaz parfait en fonction de l’energie interne specifique e et du volume specifique t : s(r,e) = 
C[, ln(£Tl -1 ) = c i; ln(e) + c v iy- l)ln(r) (avec c v et y > 1 deux constantes). Comme la temperature et la pression sont definies 

respectivement par T = 1 ls £ et P = Ts r , on obtient T=^- = ^etP = Ts r = ^ — = (y- 1)|. On retrouve ainsi la 

relation bien connue Pt = RT avec R = c v iy- 1). 

4. La resistance totale R d'un conducteur produite par trois conducteurs de resistances i?i, R 2 R 3 , connectes en parallele, est 
donnees par la formule 

1 _ i 1 1 

R Ri f ?2 R 3 

On a alors d R ( R 1 , R 2 , R 3 ) = R 2 / R?. 

^ Fonction de production de Cobb-Douglas 

Cobb et Douglas ont cherche une fonction, definie et derivable dans (R* ) 2 , qui caracterise la production en fonction du 
travail w et du capital k : 

f: 

iw, k) i-* fiw, k) 

La derivee partielle d w f est la vitesse a laquelle la production change en fonction des variations du travail. On appelle 
cela production marginale par rapport au travail ou productivity marginale du travail. De la meme maniere, la derivee 
partielle d^f est la vitesse a laquelle la production change en fonction des variations du capital. On appelle cela produc- 
tion marginale par rapport au capital ou productivity marginale du capital. Cobb et Douglas ont fait les hypotheses 
suivantes : 

> si le travail ou le capital s’annulent, la production aussi s’annule : 

lim fiw, k) - 0, lim f[w, k) - 0; 

w-0 k-Q 

Vfc Vu/ 

\> la productivite marginale du travail est proportionnelle a la production par unite de travail : 

a 

BaeR telque d w f{w,k)---f{w,k)-, 

pour k-ko fixe, on a une EDO dont la solution est fiw, k) - g(fco) tu a oil g est une fonction qui ne depend que de 
ko ; 

\> la productivite marginale du capital est proportionnelle a la production par unite de capital : 

3/3 elR telque dj c f{w,k) = yf{w,k). 

K. 
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pour w-wq fixe, on a une EDO dont la solution est fiw, k ) = hiwfikP oil h est une fonction qui ne depend que de 

Wq. 

On obtient alors la fonction /( w, k) — c w a k^ , oil c est une constante. De plus, on a fait l’hypothese que si le travail ou le 
capital s’annulent alors la production aussi s’annule, par consequent a,f > 0 et l’on a bien 

d w f[u), k) = aw a ~ x k^ - —f(w,k), dkf(w,k ) = fnv a k^~ l = — f(w,k ). 

w 1c 

Remarquons que si le travail et le capital augment en meme temps d’un facteur m alors 

f(mw, mk) = c(mw) a {mk)P = m a+ Pf{w, k). 

Pour que la production augmente elle aussi d’un facteur m il faut alors imposer a + (’> = 1 . 

Dans certaines applications, on est amene a considerer des fonctions de Q) c R" — ► M m qui peuvent etre vues comme des 
empilements de fonctions de Q) c R” — <■ R : 


f : c R' 1 - IR m 

./i (x) 
/ 2 (x) 


/ml*), 


De telles fonctions s’etudient comme s’il s’agissait de m fonctions de @ ^ R. On obtiendra ainsi un vecteur gradient pour 
chaque fonction fj, j = 1,..., m. La matrice de n lignes et m colonnes dont la colonne j contient le vecteur V fj est appelee 
matrice jacobienne de /. 


Une des proprietes les plus usitees dans la pratique, la regie de derivation en chaine ou chain rule, est relative aux derivees 
partielles des fonctions composees. 


^Definition Derivees des fonctions composees : regie de derivation en chaine (chain rule) 

Cas R — ► R 2 — >■ 05 Soit / une fonction de deux variables admettant des derivees partielles premieres et x et y deux fonc- 
tions derivables de R dans R : 


/: R 2 ^R 

— f(x,y) 


x: R — ► R 
f — — JC(f) 


y: R^R 
f-y(y) 


Alors la fonction g 




(x- x(t),y = y(f)) 


git) = f{x{t),y(t)) 


est derivable et 


g\t) = — (x(f),y(f)) x x '{t ) + ^-(x(t),y(f)) x y'{t). 
ox ay 


Cas R 2 — >■ R 2 — >■ R Soit / une fonction de deux variables x et y elles-meme fonctions des deux variables u et v. 

/:R 2 ^R 2 x: R 2 ^ R y:R 2 ^R 

[x,y) '->• fix, y) [u,v)^x[u,v) (u, v) >-► y(u, v) 

On peut definir la fonction composee giu, v) = fix{u, v),y(u, v)) : 

D 2 ► [0)2 rrn 


g- 


ill, V) h 


(x = x(u, v), y - y(u, v)) h 


giu, v) = fixiu, v),y(u, v)) 


Lorsque les derivees partielles premieres qui interviennent sont definies, on a 

dg df dx df dy 

— [u, v) = — ix(u, v),y(u, v)) x — (u, v) H ix[u, v),y(u, v )) x — [u, v), 

ou ox ou oy ou 

dg df dx df dy 

— (u, v) - — ix(u, v),y{u, v)) x — (u, v) H {x(u, v),y)u, v)) x — ( u , v). 

dv dx dv dy dv 
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<3 Exemple 

La pression P (en kilopascals), le volume V (en litres) et la temperature (en kelvins) d'une mole d’un gaz parfait sont lie par l’equation 
PV = RT avec R = 8.31. On veut determiner la vitesse a laquelle la pression change quand la temperature est de 300K et est en train 
d’augmenter a raison de 0.1 Ks -1 et quand le volume est de 100L et est en train de croltre a raison de 0.2Ls _1 . Soit / une fonction de 
deux variables admettant des derivees partielles premieres et x et y deux fonctions derivables de R dans R : 

P: R 2 — R T: R— R F:R—R 

{T,V)~P(T,V) t—> Tit) t—> Viy) 


Alors la fonction P 

P:U ► R 2 ► R 

f i - mt), vim i *- pmt), v{t)) = r^± 


est derivable et 

P'it)=^iTit),Vit))T'it) + ^-iTit),Vit))V'it). 
oT dV 

Al'instant considere, T = 300 et dT / dt = 0.1, V = 100 et dV / dt = 0.2, done 

dP dP dT dP dV R dT RT dV 3.81 3.81x300 

— = + = = 0.1 = — 0.2 = -0.04155. 

dt dT dt dV dt V dt V 2 dt 100 100 2 

La pression est done en train de diminuer d’ environ 0.042kPas _1 . 

;'o Exemple 

La temperature en un point ( x,y ) est notee T[x,y ) et mesuree en degres Celsius. Un insecte en train de ramper se trouve apres t 
secondes enx = \/l + t } y = 2+ 1/3, oux et y sontmesures en centimetres. La fonction temperature satisfait a 5^7(2, 3) = 4 et d y T(2,3) = 
3. A quelle vitesse croit la temperature sur la trajectoire de l’insecte apres 3 secondes ? 

Comme x et y sont chacune fonction du temps t, la fonction T(x, y ) est aussi fonction du temps et l’on a 


Apres 3 secondes, x = 2 et y = 3 et 
Ainsi la temperature croit de 2 °C s“ 1 


dT dT dx dT dy dT 1 dT 1 
dt dx dt dy dt dx 2\/l + t dy 3 


dT 11 

— (2,3) = 4 + 3— = 2. 

dt 2x2 3 


o Exemple 

Le consommateur dont la fonction d’utilite est donnee par U [x, y) est soumis a la contrainte de budget Px + Qy = R, ou P > 0 et Q > 0 
sont les prix des deux biens et R > 0 le montant devolu a l’achat des ces deux bien. La quantite consommee du second bien devient 
ainsi fonction de celle du premier : y = fix ) avec fix ) = R ~q X , de sorte que, sous la contrainte de budget, la fonction d’utilite peut etre 
exprimee sous la forme d’une fonction d’une seule variable : V[x) = Uix,fix )), qui est la composee des fonctions 

y : R — R 2 17:R 2 — R 

x — fix) (x, y) 1/ (x, y) 


Grace a la chain rule, on a 

/ dV , P 

v'ix)= — = d x U-d y U 
dx Q 


^Attention 

Une fonction / peut admettre des derivees partielles en 
tout point d’un ouvert de US 2 et ne pas etre continue en 
tout point de cet ouvert. 
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Exemple 

La fonction 


= si (x, y) / (0, 0) 

0 sinon 


n’est pas continue en (0,0) car f[x,x) = 112 /( 0,0), cepen- 

dant elle admet des derivees partielles en (0,0) car d x f( 0,0) = 


lim;,_ 


/(fe,0)-/(0,0) 


= 0 et dy/(0,0) = 


/(0,fc)-/{0,0) 
h 


= 0 . 



Les directions correspondant aux derivees partielles sont celles des axes. D’autres derivees directionnelles sont aussi envisa- 
geables : 

^Definition Derivee directionnelle 

Les derivees partielles d’une fonction de deux variables decrivent le taux de variation de cette fonction lorsqu’une de ses 
variable varie, l’autre restant constante. De maniere plus generale, on peut s’interesser au taux de variation de / lorsque 
ses arguments (x, y) varient dans une direction fixee. La derivee de / en (x 0 , yo) selon la direction v = ( a , b ) est definie par 


d JL 

dv 


(x 0 ,yo) = lim 
h—> 0 


f{x 0 + ha } y 0 + hb)- /(x 0 ,y 0 ) 
h 


Lorsque / est differentiable (voir plus bas), cette limite vaut |^(xo,yo) = V/(xo,yo) ■ v= d x f[xo,yo)a + d y f[xo,yo)b. 



Calculons la derivee de / = x 2 - y 2 cn (1,2) selon la direction v= (3,5) : 

> en appliquant la definition on a ^ (1,2) = lim /j-0 (U+3ft) 2 -(2+5ft) 2 )-(l 2 -2 2 ) _ i hn h ^ 0 ~^h 2 ~Uh _ _ 14; 

> comme / est differentiable, on a d x f{ 1,2) = 2 et d y f{ 1,2) = -4 done ^ (1,2) = V/(l,2) ■ v = 35 x /(l,2) + 5<3y/(l,2) = 6 - 20 = -14. 

^Definition Elasticity 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte 9/> de R 2 . Soit (xo, yo) eS> et supposons / derivable par 
rapport a x (resp. y) en (xo, yo) avec Xq / 0 (resp. yo f 0) et fix o, yo) f 0. L’elasticite de / par rapport a x (resp. y) en (xo, yo) 
est donnee par 


£f(xo,yo) = 1™ 
l h — »o 


f(x<j+h,y a )-f(xq,ya) 

fixo.yo) 

A. 

xo 


Par consequent 


X -'VfJ 

EAx 0 ,y 0 ) = — -d x flx 0 ,yo), 

1 /(*o,yo) 


E y Ax 0 ,y 0 ) = lim 
J h—> 0 


f(xo,yo+h)-f(_xo,yo) 

/Uo.yo) 

A 

yo 


£f(XO,yo) = 7<3y/(Xo,yo)- 

1 /(Xo.yo) 


o Exemple 

La fonction de production de Cobb-Douglas /: (R*) 2 — R s’ecrit /(x,y) = x“y^ (avec a ,/ 3 > 0). Elle est derivable dans (R*) 2 et on 
obtient : 

E x Ax,y) = — - — d x f[x,y) = — ^ otx a ~ l yP = a, 

/ 7 / (x, y) 

4(x,y) = — -dy/(x,y) = -^/lx V" 1 = /3. 

1 /(x,y) ' x“yP 

En consequence, toutes les fonctions de Cobb-Douglas beneficient d’elasticites constantes, ce qui contribue a expliquer l’attrait 
qu’elles represented pour le modelisateur. 
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Definition Fonction de classe 'A 


l 


I Si les fonctions derivees partielles d x f et d y f sont continues sur S, on dit que / est de classe sur S et on note / e 

A 1 1 S ). 


3.2 Differentiabilite 

La differentiabilite d’une fonction / en un point xo correspond a l’existence d’une approximation lineaire de la fonction au 
voisinage du point (xo,/(xo)) du graphe de la fonction. 

Pour les fonctions d’une seule variable, cette approximation lineaire est fournie par la droite tangente d’equation y = /(x (l ) + 
/'( x)(x- xo), impliquant directement l’equivalence entre la derivabilite et la differentiabilite. II n’etait done pas necessaire 
d’ajouter une definition. 

Dans le cas des fonctions de deux variables et plus, l’equivalence disparait entre l’existence des derivees partielles, d’une 
part, et celle d’un plan tangent, d’autre part. Cela provient du fait que la derivabilite repose seulement sur des limites le long 
de directions particulieres. La derivabilite apparait done comme un concept trop faible pour garantir l’existence d’un plan 
tangent et la notion de differentiabilite va combler ce deficit. 

Pour les fonctions de deux variables, l’intuition geometrique peut encore servir de guide. Ainsi, si la fonction / est deri- 
vable en (xo,yo), on peut affirmer l’existence de deux droites tangentes, chacune par rapport a la trace verticale du graphe 
dans les plans d’equation x = xo et y = yo. Dans le meilleur des cas, ces deux droites, necessairement concourantes en 
(x 0 ,y 0 , fix o, yo)), forment un plan qui est tangent au graphe. Toutefois, certaines irregularites peuvent surgir (par exemple, la 
presence d’une discontinuity en (xo, yo)) qui excluent l’existence d’un plan tangent. Dans pared cas, les deux droites existent 
et definissent un plan qui n’est pas un plan tangent, parce qu’un tel plan n’existe pas. Ces deux droites determinent done un 
«candidat plan tangent», dont l’existence doit encore etre verifiee. 

Plus generalement, la differentiabilite d’une fonction de n variables, derivable au point xo, s’etudie en deux etapes. La pre- 
miere consiste a introduire la «candidate differentielle». La seconde teste si cette candidate constitue effectivement une ap- 
proximation locale de l’accroissement de la fonction. Les definitions suivantes precisent ces notions. 

^Definition Fonction differentiable 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte 2> de R 2 . Soit (xo,yo) £ S. On dit que / est differentiable 
en (xo, yo) s’il existe deux constantes reelles AetB telles que 

fix o + h, yo + k) - /(xo,yo) - hA+ kB + \\{h, k)\\elh, k ) 

avec lim(h fc)^(o ; o) £{h, k) - 0 et ||-|| une norme quelconque de R 2 . 


La differentiabilite est une notion plus forte que la continuity et que la derivabilite : 

^Theoreme 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte S de R 2 . Soit (xo,yo) e S. Si / est differentiable en 
(x 0 , yo), alors / est continue et derivable en (xo, yo). Dans ce cas on a A — d x /(xo, yo) et B - d y /(xo, yo) et on peut definir 
la fonction 


d/uo,yo) : K 2 ^ R 

[h, k) — hd x f{x 0 ,y 0 ) + kd y f{x 0 , y 0 ), 
appelee differentielle de f au point (xo, yo)- On generale on note 

d/(x 0 ,yo)= lim |/(x 0 + dx,y 0 + dy)-/(x 0 ,yo)] =d x /(x 0 ,y 0 ) dx + d y /(x 0 ,y 0 ) dy. 

(dx, dy)— >(0,0) V > 
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Exemple 

En pratique, on utilise la contraposee : 

> si une fonction n’est pas continue, alors elle n'est pas differentiable ; 

> si une fonction n’est pas derivable li.e. elle n’admet pas toutes les derivees partielles d’ordre 1), alors elle n’est pas differentiable. 

1. La fonction /: R 2 — * R definie par 

/(x,y) = j^ si (x,y) / (0,0) 

[ 0 si ( x , y) = (0, 0) 

est non continue en (0,0) puisque limy^o fly 2 ,y) = \ ^ /(0,0). Elle n’est done pas differentiable en (0,0). 

2. La fonction /: R 2 — > R definie par f[x,y) = \x\ + |y| est non derivable en (0,0), done non differentiable en (0,0). 


^Theoreme 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte 3 de IR 2 . Soit (xo,yo) £ Sh Si / est de classe au 
voisinage de (xq, yo), alors / est differentiable en (xq, yo). La reciproque est fausse. 


Astuce 

Pour repondre a la question “la fonction /: IR 2 — ► US est-elle differentiable en (xo,yo) £ IR 2 ?” il est utile de se rappeler le 
schema suivant : 



^ Contrexemples 

Soit / : IR 2 —• K definie par 


/u.y) 


|g(x,y) si (x, y) / (0, 0) 
|0 si (x, y) = (0, 0) 


> Si g(x,y) 

> Si g(x,y) 

> Si g(x,y) 

> Si g(x,y) 

> Si g(x,y) 

> Si g(x,y) 


x 2 y 2 
x 2 + y 2 


, / est de classe ^ 1 (IR 2 ) 


\J x 2 + y 2 


alors / n’est pas de classe < ^ 1 (IR 2 ) mais elle est differentiable 


(x 2 + y 2 ) sin 
2 

x y 

— -, / n’est pas differentiable mais elle est continue et derivable 

x 2 + y 2 

xy 

— f n’est ni differentiable ni continue mais elle est derivable 

x 2 + y 2 

|x| + | yl, / n’est ni differentiable ni derivable mais elle est continue 
y 

— = 77, f n’est ni derivable ni continue 

x 2 + y 2 


c^Theoreme 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte 3) de IR 2 . Soit (xo,yo) £ 3 un point en lequel / est 
derivable. Elle est differentiable en (xo,yo) ssi 


f (x 0 + h,y 0 + k) -/(x 0 ,y 0 ) - hd x flx 0 ,y 0 ) - kd y flx 0t y 0 ) 

lim ^ = 0. 

(ii,fc)-*(0,0) vWF 


Notons que les fonctions elementaires telles que les polynome, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonome- 
triques sont automatiquement differentiables dans leur domaine respectif et que les proprietes de differentiabilite relatives 
auxsommes, produits, etc., existent. 
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Figure 3.1: La fonction f[x,y ) = 2x 2 + y semble coi'ncider avec son plan tangent au point (1, 1,/(1, 1)) lorsque on zoom vers 
ce point. Si on regarde les courbes de niveau, lorsque on zoom vers ce point les courbes tendent vers des droites 
paralleles toutes a la meme distance les unes des autres. 



1 . La fonction fix, y) = xy - 2x + 3y est differentiable en (0, 0) car 

f{h,k) - /(0,0) - hd x f(0,0) - kdyfi0,0) hk-2h + 3k- k{3) hk 

lim = lim = lim = 0 

(Ii,fc)-(0,0) y/ h 2 + k 2 (fc,fc)-(0,0) y/ h 2 + k 2 0,0) ^ h 2 + fc 2 

puisque , = = rcos(-0)sin(fl) et | r cos (£>) sin(£>) | < r » 0. 

Vh 2 +k 2 r— 0 

2. Soit /: R 2 — M la fonction definie par f[x,y ) = x 2 + y 2 . Si / est differentiable, alors sa differentielle est la fonction 

d/(;co,yo) : K" R 

[h, k) i— 2hxo + 2kyo. 


Afin de voir s’il s’agit effectivement d’une differentielle, on calcul 

[x 0 + h) 2 + [y 0 + k) 2 -x 2 -y 2 -2hx 2 -2ky 2 h 2 + k 2 

lim = lim - = lim 

(h,k)—*(0,0) yV + k 2 (/j,fc)-(0,0) y/ h 2 + k 2 (ii,fc)-(0,0) 

Par consequent, la fonction / est differentiable dans IR 2 et pour tout (x, y) e IR 2 on a df = 2x dx + 2y dy. 


\J h 2 + k 2 = 0. 


A l’approche analytique, correspond la vision geometrique d’un plan tangent. En effet, lorsque / est differentiable en (xo, yo), 
on peut, dans un voisinage de (xo, yo), approcher la difference /(x o + h, yo + k) - /(xo, yo) par df: X(hyn) {h, k ), done aussi appro- 
cher /(xo + h, yo + /c) par /(xo, yo) + d f(x 0 ,y 0 ) ih, k ) (approximation locale lineaire ou du premier ordre). 

^Definition Plan tangent et linearisation 

Soit / une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte S' de IR 2 , (xo,yo) e ® et f est differentiable en (xo,yo). 
L’equation du plan tangent au graphe de la fonction /(x, y) en (xo, yo) est 


g(x, y) = /(x 0 , yo) + (x- x 0 )d x f{x 0} y 0 ) + (y - y 0 )d y /(x 0 , y 0 ). 

Si on approche une fonction / au voisinage d’un point (xo, yo) au moyen d’une fonction affine L(x, y) = a + bx + cy, il est 
naturel de choisir la fonction L dont le graphe est tangent au graphe de la fonction / en (xo, yo). C’est ce qu’on appelle la 
linearisation de / en (xo,yo) (voir la figure 3.1). 


Cette notion se generalise naturellement pour n > 2 : il s’agit en fait d’un plan tangent pour n- 2 et d’un hyperplan tangent 
pour n > 2. Dans un espace de dimension n, un hyperplan est une variete lineaire de dimension n - 1. 
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Exemple 

On veut montrer que la fonction / : R 2 — * R definie par fix, y) = xe xy est differentiable en (1, 0) et utiliser sa linearisation pour appro- 
cher /( 1.1, -0.1). On a 

d x fix,y) = e xy + xye xy d x f( 1,0) = 1 

d y f[x,y) = x 2 e xy dy/(l,0) = l 

Les deux fonctions d x f et dyf sont continues, done / est differentiable. Sa linearisation donne 

fix, y ) = /( 1, 0) + ix - l)d x fil, 0) + iy - 0)d y fil, 0 ) = x + y, 

autrement dit xe xy - x + y lorsque (x,y) = (1,0), ainsi /(l.l, -0.1) = 1.1-0. 1 = 1. Eneffet, /(1.1,-Q.l) = l.le -011 « 0.98542 




Definition Fonction homogenes 


Soit la fonction / : IR" — ► IR. Elle est dite homogene de degre k si 


/(Ax) = A fc /(x), V(x,A) e M” x [R* . 


Les fonctions homogenes beneficient de la propriete suivante qui decoule de la chain rule. 

^Theoreme d’EULER 

Si la fonction / : IR” — ► IR est homogene de degre k et differentiable dans IR”, alors 

L x,a I1 /W = */W, VeR”. 

i= 1 


o Exemple 

La fonction de production de Cobb-Douglas a rendements constants s’ecrit fix,y) = x a y 1 ~ a , oil a e R* , est homogene de degre 1 
puisque /(Ax, Ay) = (Ax)“(Ay) 1_ “ = A(x“y 1_a ) = A/(x,y). Dans ce cas, laformule d’Euler s’ecrit 

xd x fix, y) + yd y fix, y) = fix, y) . 

Le resultat fix, y) de la production obtenue avec les quantites respectives x et y de facteurs permet done de remunerer ces facteurs au 
niveau de leur productivite marginale. 


3.3 Derivees partielles d’ordres superieurs et matrice hessienne 

Si les fonctions derivees partielles admettent elles-memes des derivees partielles en (xo, yo), ces derivees sont appelees deri- 
vees partielles secondes, ou derivees partielles d’ordre 2, de / en (x'o,yo). On peut, de la meme facon, introduire les derivees 
partielles d’ordres superieurs. Les definitions suivantes s’enoncent dans des ensembles ouverts pour eviter les problemes 
lies au calcul de limites au bord du domaine. 
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'll Definition Derivees partielles d’ordre 2 pour une fonction de deux variables 


Soit la fonction / : 3 c 
d’ordre 2 ainsi notees : 


! ou 3 est un ouvert de R 2 . On a 2 derivees partielles d’ordre 1 et done 4 derivees partielles 


d 2 f d ( df] 

a 2 / d I df] 

d 2 f d Idf ] 


If ^■y° > =-r y \tyY x °' y ° > 

Les derivees partielles d’ordre superieur d 2 se definissent par recurrence defagon analogue. 


d 2 f d (df 

— f r.r>. Vn) = 


(notee aussi d xx f(x 0 , y 0 )), 
(notee aussi d xy f(x 0 , y 0 )), 
(notee aussi d yx f(x 0 , y 0 )), 
(notee aussi d yy f(xo,yo)). 


La linearisation d’une fonction / en un point (xo, yo) est un polynome de degre inferieur ou egal a 1 tel que 

fL(x 0 ,yo) = /(x 0 ,yo), 

d x L{xo,yo) = d x f{xo,yo), 

[d y L(x 0 ,yo) - d y f(xo,yo). 

Les polynomes de Taylor generalisent cette construction pour des polynomes de degres quelconques. Ici on va se limiter 
aux polynomes de degre au plus 2. 

^Definition Polynome de Taylor 

Si / est de classe < tc? 2 au voisinage de (xo, yo), alors 

/(x,y) = /(x 0 ,y 0 ) 

+ [x-x 0 )d x f(x 0 ,y 0 ) + (y-yo)dy/(x 0> y 0 ) 

+ ^ [ (x xq) 2 d xx f (x 0 , yo) + 2(x- x 0 )(y- y 0 )d xy f(x 0 ,y 0 ) + iy- yofd yy f{x 0 ,yo)} 

+ o((x-x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 ). 


il Definition Matrice Hessienne 


Soit la fonction / : 3 c IR 2 — ► [R ou 3 est un ouvert de R 2 . La matrice Hessienne de / en (xo, yo) est la matrice de taille 2x2 
dont les entrees sont les derivees partielles secondes : 


H f [x 0 ,y 0 ) 


dxx /(x 0 ,y 0 ) d xy f(x 0 ,y 0 )\ 
d yx f{x 0 ,yo) d yy /(xo,yo)J " 


Son determinant est le reel AHf(x 0 ,y 0 ) = d xx f{x 0 ,yo)d yy f(x 0} y 0 ) - d xy f{x 0 , y 0 )d yx f(x 0 , y 0 ). 


tl Definition Fonction de classe 'S 


k 


Si les fonctions derivees partielles d’ordre k sont continues sur 3, on dit que / est de classe sur 3. Si les derivees 
partielles de tout ordre existent, / est dite de classe < ^°° sur 3. 



Les derivees premieres et secondes de la fonction fix, y) = -2x 2 + 3xy 2 - y 3 sont 


d x f{x,y) = -4x + 3y 2 , d y f(x, y) = 6xy-3y 2 , 
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dxxfix, y) = -4, d xy f(x, y ) = 6 y, d yx f(x, y) = 6y, d yy f(x, y) = 6x - 6y. 

La matrice hessienne est donnee par 

1-4 6 y \ 

V6y 6x-6y) 

Dans cet exemple, on remarque que la matrice hessienne de / est symetrique du fait que les derivees secondes mixtes, d X yf et d yx f, 
sont egales. Le theoreme suivant garantit cette egalite sous des conditions legeres. 


.^Theoreme Theoreme de Schwarz 

| Si au moins une des derivees partielles d xy f et d yx f est continue en (xq, yo) alors d xy f(x o, yo) = d yx f{xo,yo). 


Comme la derivee seconde pour les fonctions d’une seule variable, la matrice hessienne permet d’etudier la convexite des 
fonctions de plusieurs variables et joue, des lors, un role important dans leur optimisation. 


I Definition Convexite 


Soit la fonction f: 9 c R 2 — *• R, oil 9 est un sous-ensemble convexe de R". 
> / est concave dans 9 si 


D> 


> 


> 


f 

f 

f 


f[(l- t)(x 0 ,y 0 ) + t(x 1 ,y 1 )) > (1- f)/(x 0 , 
est strictement concave dans 9 si 

/(( 1 - f)(x 0 ,yo) + f(xi,yi)) > (1 - f)/(x 0 
est convexe dans 9 si 

/((l- f)(x 0 ,y 0 )+ t(xi,yi)) < (1 - r)/(x 0 , 
est strictement convexe dans & si 

/(( 1 - f)(x 0 ,yo) + t(xi.yi)) < (1 - f)/(x 0 


y 0 ) + f/(xi,yi) 

V(x 0 ,y 0 ),(xi,yi) e@ et Vf e [0;1] 

y 0 )+ f/(xi,yi) 

V(x 0 ,yo),(xi,yi) e 9 et Vf e]0; 1[; 

y 0 ) + f/(xi,yi) 

V(x 0 ,y 0 ),(xi,yi) e@ et Vf e [0;1] 

yo)+tf(xi,yi) 

V(x 0 ,yo),(xi,yi) e 9 et Vf e]0; 1[; 


Comme pour les fonctions d’une variable, la concavite et la convexite des fonctions de n variables suffisamment regulieres 
peuvent etre caracterisees a l’aide des derivees d’ordres 1 ou 2. 


I^Propriete 

Soit / : @ c R 2 — >• IR, oil est un sous-ensemble convexe de R 2 , une fonction differentiable dans Alors 

1. /est concave dans @ V (x 0 , y 0 ), (xi, yi) e Q>, /(xi, yi) < /(x 0 , y 0 ) + (xi - x 0 )d x f{x 0 , y 0 ) + (yi - y 0 )d y /(x 0 , y 0 ) ; 

2. / est convexe dans 9) VUo.yo), (xi,yi) e 9, /(xi,yi) > /(x 0 ,y 0 ) + (xi - x 0 )d x f(x 0 ,y 0 ) + (y x - yo)d y /(x 0 ,y 0 ). 

Si, de plus, / e c € 2 {9), alors 

1. / est concave dans 9 <=> V(x,y) e 9, Hf[x,y) est semi-definie negative {i.e. !S.Hf{x,y) > 0 et d xx f(x,y) < 0) ; 

2. / est convexe dans 9 V(x,y) e 9, Hf[x,y) est semi-definie positive [i.e. AHf(x,y) > 0 et d xx f{x,y) > 0) ; 

3. V(x,y) e 9 Hf[x,y ) est definie negative {i.e. A Hf(x,y) > 0 et d xx f(x, y) < 0) ==> / est strictement concave dans i 

4. V(x,y) e 9 Hf{x,y ) est definie positive (i.e. A Hj- (x, y) > 0 et d xx f(x,y) < 0) ==> / est strictement convexe dans 5 


Les deux premiers enonces expriment que tout plan tangent au graphe d’une fonction concave (resp. convexe) se trouve au- 
dessus (resp. au-dessous) de ce graphe. Les deux derniers, relatifs a la matrice hessienne, rappellent celui qui fait reference au 
signe de la derivee seconde d’une fonction d’une seule variable. De la meme maniere, la condition stride ne s’applique que 
dans un seul sens. Des lors, une fonction peut etre strictement convexe sans que sa matrice hessienne soit definie positive 
en tout point. 



1. Soit f(x, y) = x 2 + y 2 . On a 

> /e'rf 2 (IR 2 ), 

> Hf(x, y) = (q pour tout (x, y) e IR 2 , 

> A Hy(x,y) = 4 > 0 et d xx f(x, y) = 2 > 0 done Hy(x,y ) est definie positive pour tout (x, y) e IR 2 . 
II s’en suit que / est strictement convexe dans IR 2 . 


© G. Faccanoni 


33 


3 Derivabilite et differentiabilite, fonctions implicites 


Derniere mise a jour : Lundi 11 fevrier 2013 


2. Soit fix, y) = x 4 + y 4 . On a 

> /e^ 2 ([ R 2 ), 

> H f lx,y ) = ( 12jr2 12 ° y2 ] pour tout (x,y) e R 2 , 

> AHf[x,y) = 144x 2 y 2 > 0 et d xx fix,y) = 12x 2 > 0 done Hyix,y) est definie positive pour tout (x,y) e (R*) 2 et semi-definie 
positive en (0,0). 

On peut cependant montrer a l’aide de la definition que la fonction est strictement convexe dans R 2 . 


3.4 Fonctions implicites 

Si b -f 0, l’equation ax + by + c - 0 definit une fonction y = -(ax + c) lb. Nous allons generaliser ce fait aux equations du 
type f[x, y) = 0 oil / est une fonction differentiable : une fonction cpix) est definie implicitement pres de x = a par l’equa- 
tion /(x,y) = 0 si toutes les solutions de cette equation dans un voisinage de ia,cp(a)) sont sur le graphe {(x, y) | y = cpix)} 
de (p. 

(o Exemple 

Si /(x,y) = x 2 + y 2 - 1, l’equation f[x,y ) = 0 est celle d’un cercle de rayon 1 centre en (0,0). Ce cercle n’est pas globalement le graphe 
d'une fonction, cependant l’equation fix, y) = 0 peut etre resolue explicitement pour y. On trouve les deux solutions y = + \/l - x 2 . 
Les fonctions ip\ (x) = \/l- x 2 et ip 2 (x) = - \f\-x 2 sont definies implicitement par l’equation fix, y) = 0 pres de x = 1. 


c^Theoreme de la fonction implicite (cas d’une fonction a deux variables) 

Soit /^cR 2 ^! une fonction de classe 't? 1 au voisinage de (xo,yo) £ @. Si /(xo,yo) - k [k constante reelle) et 
dyfix o, yo) f 0, alors il existe un intervalle ouvert I contenant xo et une fonction <p de / dans R de classe if 1 sur I telle que 
< p{x 0 ) = y 0 et pour tout x e I 


f[x,cpix))-k et <//(x) 


d x f{x,ipjx)) 
d y f (x, (p (x) ) 


et la droite tangente ay = ipix) en x = xq a pour equation y = tp' (xfix- xq) + yo. 



La fonction y 2 - y = 3x defini implicitement au voisinage de 
(2,-2) une fonction y = q>ix). La droite tangente au graphe de 
la courbe d’ equation y = tpix) a equation 


y = (x-2) 


-d x fj2,(pl2)) 

d y fi2,q>i2)) 


+ (-2) = (x-2) 


3 

2(p{2) - 1 


-2 = 




^ Formules 

> On calcule de fix, (pix)) — k. On obtient 

d x f ix,(pix)) + dyfix, cpix)) x (p\x) = 0 


d’ou 


cp'ix) 


d x fjx,ipjx)) 

dyfix, cpix))' 


> On calcule de d x fix, cpix)) + dyfix, cpix)) x cp'ix) = 0. On obtient 


d X xf ix, cpix)) + \d xy fix, cpix)) +d yy fix, cpix)) xcp'ix) j x cp' (x) + dyfix, cpix)) xcp'fx) 


= 0 


d’ou 
cp'fx) = 


d xx fix, cpix)) + [d xy fix, cpix)) + d yy fix, cpix)) xcp'ix)) xcp'ix) 

dyfix, Cpix)) 
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d xx f(x, <p[x)) - ( d xy f(x , ip{x)) - d yy /(x, <p(x)) 


d x f(x,<p(x)) | 
dyf(x,<p(x)') j 


dxf(x,ip M) 

dyftx.ipix)) 


d y /(x,<p(x)) 


d xx f(x, (pW) - d X yf(x,ip(x)) jj 


+ d yy /(x,(p(x)) 


{d x f(x,(p(x))f 

(d y f(x,(p{x ))) 2 


d y /(x,<p(x)) 


(dxxfix.cpix))) X (d y /(x,<p(x))) 2 - (d X yf{x,(p(xm x (d x f[x,(p(x))) x (d y /(x,<p(x))) + (d yy /(x,<p(x))) x (d x f{x,(p(x))f 

(d y /(x,<p(x))) 3 


^Theoreme de lafonction implicite (cas d’une fonction a trois variables) 

Soit /: Q> c IR 3 — ► [R une fonction de classe < ^ >1 au voisinage de (xo,yo, zo) e Q>. Si /(xo,yo,zo) = k et S-/(xo,yo,zo) ^ 0, alors 
il existe un ouvert / c [R 2 contenant (xo, yo) et une fonction (/> de / dans IR de classe y? 1 sur I telle que (p(xo,yo) = zo et pour 
tout (x, y) e 7 


/(x, y, <p(x, y)) = k, 


d x cp(x,y) 


d x fix,y,cp[x,y )) 
d z f(x,y,cp{x, y))’ 


d y <p(x, y) 


d y f{x,y,ip{x, y)) 
d z f(x,y,(p{x,y )) ' 
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Exercices 


Calcul de derivees partielles 


) Exercice3.1 


Calculer toutes les derivees partielles d’ordre 1 des fonctions donnees : 

1. f[x,y) = y 5 - 3xy 

2. /(x, y) = x 2 + 3xy 2 - 6y 5 

3. f(x,y) - xcos(e xy ) 

4. f(x,y) = xly 

5. f{x,y) - x y 

6. f{x,y,z)-x cos (xz) + ln(2 - sin 2 (y + z)) 


Correction. 

1. d x /(x,y) = -3y etd y /(x,y) = 5y 4 -3x 

2. d x f(x, y) = 2x + 3y 2 et d y /(x, y) = 6xy - 30y 4 

3. d x f{x,y ) = cos(e Jcy ) - xye^^sinle^^) et d y /(x,y) = -x 2 e xy sin(e xy ) 

4. d*/(x,y) = 1/yet d y /(x,y) - -xly 2 

5. d x f(x,y ) = yx y lx et d y f[x,y) — ln(x)x y 

-2 sin(y + z) cos (y + z) 

6. o x f[x,y,z) — xcos(xz)-xzsin(xz), o v /(x,y) = 5 eto z /(x,y) = 

2 -sin (y+z) 


„ -2sin(y+z)cos(y + z) 

—x sin(xz)H 5 

2 - sin 2 (y + z) 


<VExercice 3.2 


1 mole de gaz parfait qui occupe le volume l 2 a la temperature T et a la pression P verifie la relation PV = RT oil R est 
une constante. Montrer que 


6PdVdT_ dPdV 

dVdTdP~ ~ ’ 1 dT dT 


Correction. On a 


dP T 

— = -R — - 
dV V 2 


dV _ R 
~dT~~P 


done 


dP dV dr _ T R V 
dV~dT~dP~~ K V 2 Pli 


dr _ V 
dP~R 


dP _R 
dT~V 


dPdV RR 

t = r — 

drdr vp 


^yExercice 3.3 


La loi de Van der Waals pour n moles d’un gaz s’ecrit 


P+^-\[y-nb) = nRT 


oil P est la pression, V le volume, T la temperature du gaz, R la constant universelle des gaz et a et b deux constantes 
positives. Calculer et 


Correction. 

dr V-nb dP n{2naV 2 - An 2 abV - RTv 3 + 2n 3 ab 2 ) 

~dP~ nR ’ dV~ V 2 {nb-V) 2 
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<^>Exercice 3.4 

Une etude des glaciers a montre que la temperature T a l’instant t (mesure en jours) a la profondeur x (mesuree en pied) 
peut etre modelisee par la fonction 

T{x, t) — Tq + Tj e~ Ax sin((u t — Ax) 

oiiai- 2?r/365 et A sont deux constantes positives. 

1. Calculer d* T et d t T. 

2. Montrer que T satisfait l’equation de la chaleur d t T - kd xx T pour une certaine constante k. 

Correction. 

1. d x T — - A Tie - ' 1 * (sin(«f- Ax) + cos(wf- Ax)) et d t T - a>Tie~ Ax coslcot - Ax). 

2. On a d xx T = 2A 2 T\ e~ Ax cos(o> f - Ax) done g = = S*' 


Chain rule 


A’yExercice 3.5 


Calculer z'(f) ou w'[t) : 

1. z[t) = /(x(Zj,y(f)), f{x,y) - x 2 + y 2 + xy, x(t) = sin(f), y[t) = e f ; 

2. z{t ) = /(x(f),y(ij), /(x,y ) = cos(x + 4y), x{t) - 5f 4 , y(t) = lit; 

3. w{t) - f{x(t),y(t),z{t)), f[x,y,z ) = xe ylz , x[t) - t 2 , y(f) = 1- t, z{t) — l + 2t; 

4. w{t) = f[x(t),y[t),z{t)), f{x,y,z ) = In (\/x 2 + y 2 + z 2 ), x(t) — sin(t), y(f) = cos(f), z[t) - tan(t). 

erreur dans le resultat ?????????? a verifier 


Correction. 


1. z'{t) = (2 x{t) + y(f))x'(/j + (2 y(f) + x(ij)y'(f) = (2sin(t) + e*j cos (t) + (2e f + sin(f))e f ; 

2. z'(t) = -sin(x(/j + 4y(/j)x'(/j - 4sin(x(f) + 4y(t))y'(f) = ^ - 20f 3 | sin(5f 4 + |) ; 

3. u/(t) = e y{tVzW x\t) + f[§e^ (f)/z(t) y'(f) - ^^e y(tVzW z' It) = ( 


= 2t- 


l+2f 


o t 2 (l-0 j „(1— fl/(l+2f] _ 8f 2 +5f+2 ^„q-tl/fl+2rt ■ 
Z (l+2f) 2 J £; - (l+2fl 2 


4 2x(f) x'(f)H 2 Ttd v'(f)H 2z t0 Z r (t) — 2sin(f)cos(f) j 2cos(r)sin(t) | 

v/x 2 (0+y 2 (0+z 2 (f) i/x 2 (t)+y 2 (t)+z 2 (f) ^ i/x 2 (t)+y 2 (t)+z 2 (t) \/sin 2 (r)+cos 2 (r)+tan 2 (t) ^/z 2 (t)+y 2 (t)+tan 2 (r) 

2tan(/Q 1 _ 2sin (f) 

\/ sin 2 U)+cos 2 U)+tan 2 U) cos2 (*) cos(f) 


-VExercice 3.6 

La production annuelle de ble B depend de la temperature moyenne T et des precipitations R. Les scientifiques es- 
timent que la temperature moyenne est en train de croitre de 0.15°Can _1 et que les precipitations diminuent a raison de 
0.1 cm an -1 . Ils pensent aussi qu’aux niveaux de production actuels djB - -2 et 3rB - 8. Que signifient les signes de ces 
derivees partielles ? Estimez le taux actuel de variation de la production de ble dBldt. 


Correction. Comme drB est negative, une augmentation de la temperature moyenne (tout en gardant les precipitations 
annuelles constant) entraine une diminution de la production de ble aux niveaux de production actuels. Puisque 3rB est 
positive, une augmentation de la pluviosite annuelle (tout en gardant la temperature moyenne constante) provoque une 
augmentation de la production de ble. 

Puisque la temperature moyenne augmente a un taux de 0.15°Can _1 , nous savons que dTIdt- 0.15. Comme les precipita- 
tions diminuent a raison de 0.1 cm an -1 , nous savons que dR! dt- 0.1. Par consequent, 


dB 

dt 


dB dT dB dR 

^ TT7 + JE G77 = ( ~ 2) x (0J5) + (8) x t” 0 - 15 = ~ LL 
dT dt dR dt 


Ainsi, nous estimons que la production de ble diminuera a raison de 1.1 unites par an. 
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Exercice 3.7 


La longueur £, la largeur w et la hauteur h d’une boite changent en fonction du temps t. A un instant donne les dimen- 
sions sont £ = 1 m, w = h - 2 m, et £ et w augmentent au taux de 2 m s _ 1 tandis que h diminue au taux de 3 m s _ 1 . Calculer 
les taux de variation du volume, de la surface et de la longueur de la diagonale. 


Correction. On a 


V(t) = V{£{t), wit), hit)) = £{t) x wit) x hit), 

Sit) = S(£(t), w(t), hit )) = 2[w[t) x hit ) + wit) x £{t) + hit ) x £it)), 
d[t) — di£[t), wit), hit)) = \J £ 2 it) + w 2 it) + h 2 it), 


done 


— = d( V x £' + d w V x w' + d;, V x h' — wit) x hit) x £\t) + £it) x hit) x w' it) + w it) x £it) x h'it) = 6m 3 s 
at 

— = d(S x £' + d w S x w 1 + d/jS x h' - 2[iw it) + hit)) x £' it) + ihit) + £ it)) x w' it) + iwit) + £ it)) x h'it) 1 = 10 m 2 s _1 , 

at V ) 

dd , , , ££'it) + ww'it) + hh'it) 

— — = xf + d u ,d x w + a^d x h = — = 0ms , 

\f £ 2 it) + w 2 it) + h 2 it) 


Linearisation 


> Exercice 3.8 


Sachant que la fonction / : K 2 — ► IR est differentiable et que 

/ (2, 5) = 6, d x fi 2,5) =1, 

donner une valeur approchee de /(2.2,4.9). 


dyfi 2,5) = -1, 


Correction. On approche /( 2.2, 4.9) par L^.s) (2.2, 4.9) ou i( 2 , 5 ) est l’equation du plan tangent a / au point (2, 5) : 
1 ( 2 , 5 ) (*> y) = /(2, 5) + ix - 2)d Jt /(2, 5) + iy - 5)d y f i2, 5) = 6 + (jc ■ - 2) - (y - 5) = x - y + 9 
done /(2.2,4.9) « 6.3. 

^Exercice 3.9 

Calculer les differentielles des fonctions suivantes : 

m-p 5 q 3 u = J x 2 + 3y 2 R-afi 2 cosij) T- L-xze~ y ~ z 

v 1 + u v w 


Correction. 

1. m - 5p 4 q 3 dp + 3p 5 q 2 dq 


2. du = 


dx + 


3y 


dy 


\]x 2 + 3 y 2 \J x 2 + 3 y 2 

3. R = /3 2 cos(y) da + 2a/3cos(y) d/3 - a(5 2 sin(y) dy 


4. T — — 


d« + 


(1 + uvw) 2 (1 + uvw) 2 


dv- 


(1 + uvw) 2 


dw 


5. L-ze y z dx-2 xyze 


-y--z- 


dy- x(2z 2 - l)e y z ~ dz 
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'S/Exercice 3.10 

La fonction de production d’un entrepreneur est donne par \H< \f~L, oil K represente le capital utilise et L le travail. Actuel- 
lement, il utilise 9 unites de capital et 16 unites de travail. Determinez par approximation lineaire la production obtenue 
s’il augmente d’une unite le capital et de deux unites le facteur travail. 


Correction. La fonction/ (K, L) = \[K\[L est differentiable dans (R*) 2 et 


d K f{K,L) - 


Vl 

2 VK’ 


d L f{K,L) = 


Vk 

4 sfi?' 


par consequent 


^16 

/( 9+1,16 + 2) = /( 9, 16) + ldic/(9, 16) + 2d L /(9, 16) = V9 V16 + — - + 

2V9 


_V9_ 

4v / T6 2 


x 2 = 3 x 2 + 


2 

K 

2x3 


3 313 

x2= . 

4x8 48 


'CExercice 3.11 

I On mesure un rectangle et on obtient une largeur de 30cm et une longueur de 24cm, avec une erreur d’au plus 0.1 cm 
pour chaque mesure. Estimer l’aire du rectangle. 

Correction. L’aire du rectangle est donnee par la fonction /( x, y) = xy avec x la largeur et y la longueur (en cm). Lorsque 
(fz, k ) - (0,0), on a 

f{x + h,y+ k) = f[x, y) + hd x f{x, y) + kd y f{x, y) 

done, pour h, k e [-0.1, 0.1], on a 


/(30 + 0.1,24 + 0.1) = 30 x 24 + 0.1 x 24 + 0.1 x 30 = 725.4, 
/(30- 0.1,24- 0.1) = 30 x 24-0.1 x 24- 0.1 x 30 = 714.6, 

done l’aire est comprise entre 714.6cm 2 et 725.4cm 2 . 


A>Exercice3.12 

La tension T de la cordelette du yo-yo en figure est decrite 
par la fonction 

_mgB_ 

2r 2 + R 2 

ou m est la masse du yo-yo et g l’acceleration due a la gra- 
vite. Donner une estimation de la variation de T lorsque 
R passe de 3 cm a 3.1 cm et r passe de 0.7cm a 0.8cm. 


7+ 



Correction. 


dT = d R TdR + d r Tdr = 


mg[2r 2 -R 2 ) -4mgrR 
(2r 2 + R 2 ) 2 + (272+W dr 


(-8.02-8.4) x 0.1 
99.6004 


mg ~ -0.0165 mg < 0. 


Differentiabilite 

^)Exercice 3.13 Differentiabilite 

Verifier, en utilisant la definition, que les fonctions / : R 2 — >■ K suivantes sont differentiables dans le point indique : 


a) f{x,y)-xy- 3x 2 en(l;2), 

b) /(x,y) = xy-3y 2 en (2; 1), 


c) f[x,y) - xy + 3y 2 en (2; 1), 

d) fix, y) = xy-2y 2 en (-2; 3), 


e) fix,y)-y\fxe n(4;l), 

f) /(x,y) = [y[ln(l + x) en (0;0). 


© G. Faccanoni 


39 


3 Deriva bi lite et differentiabilite, fonctions implicites 


Derniere mise a jour : Lundi 11 fevrier 2013 


Correction. Une application /: IR 2 — ► IFfi est differentiable en (xo, yo) e R 2 ssi 

fix, y) - fix 0 , y 0 ) - d x fix 0 , y 0 ) (x - x 0 ) - d y f(x 0 , y 0 ) (y - yo) 


lim 

(*,y)— (x 0 ,yo) 


\/(x-xo) 2 + (y-yo) 2 


= 0 . 


a) On a 


/(x,y) = xy-3x 2 
d x fix,y) = y- 6x 
d y fix,y) = x 


fi 1,2) = -l, 

3 x /(l,2) = -4, 

d y /(l,2) = 1, 


done 


fix, y) - /(x 0 , y 0 ) - d x f(x 0 , y 0 ) (x - x 0 ) - d v /(x 0 , y 0 )(y - yo) xy - 3x 2 + 1 + 4(x - 1) - (y - 2) 


\/(x-xo) 2 + (y-yo) 2 \/(x- 1) 2 + (y-2) 2 

Avec le changement de variables x-l + r cos 0 et y = 2 + r sinO ce rapport se reecrit 

xy-3x 2 + 1 + 4(x- 1) - (y-2) (1 + 7 - cos 0) (2+ rsind) -3(1 + rcosd ) 2 + 1 +4rcos0 - rsind 


\/(x- l) 2 + (y-2) 2 
On a alors 

d’ou 


= rcos0(sin0-3cosd) 


xy - 3x 2 + 1 + 4(x - 1) - (y - 2) 


\/(x- 1) 2 + (y-2) 2 


< 4r - 


r— 0 


lim 

(x,y)— (1,2) 

La fonction est done differentiable en (1,2). 
b) On a 


xy - 3x 2 + 1 + 4(x - 1) - (y - 2) 
\/(x-l) 2 + (y-2) 2 


= 0. 


/(x,y) = xy-3y 
dxfix,y) = y 
d y fix,y) = x-6y 


/( 2 , 1 ) = — 1 , 
a x /(2,i) = i, 
dyf{2, 1) = -4, 


done 


/(x, y) - /(x 0 , y 0 ) - d x /(x 0 , yo) (x - x 0 ) - d y /(x 0 , y 0 ) (y - yo) _ xy - 3y 2 + 1 - (x - 2) + 4(y - 1) 


v/(x — x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 v / ( Jt: - 2 ) 2 + iy~ 

Avec le changement de variables x-2+r cos 0 et y = 1 + r sinO ce rapport se reecrit 

xy-3y 2 + 1 - (x-2) + 4(y- 1) (2+ rcos0)(l + 7'sin0) -3(1 + rsin0) 2 + 1 - rcosd + 4rsin0 


\/ (x- 2) 2 + (y- l) 2 
On a alors 

d’ou 


= rsind(cos0-3sin0). 


xy - 3y 2 + 1 - (x - 2) + 4(y - 1) 


\/(x-2) 2 + (y-l) 2 


<4r- 


r— > 0 


lim 

(x,y)-(2,l) 


xy - 3y 2 + 1 - (x - 2) + 4(y - 1) 
\/ (x-2) 2 + (y- l) 2 


= 0 . 


La fonction est done differentiable en (2, 1). 
c) On a 

/(x, y) = xy + 3y 2 
d x fix,y) = y 
dyf[x,y) = x+6y 


/(2, 1) = 5, 

a x /(2, 1) = 1, 

d y f{2, 1) = 8, 


done 


fix, y) - /(x 0 , yo) - d x fixo, yo) (x - x 0 ) - d y f{x 0 , yo) (y - yo) xy + 3y 2 - 5 - (x - 2) - 8(y - 1) 


v/(x-x 0 ) 2 + (y-yo) 2 


v/(x-2) 2 + (y-l) 2 
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Avec le changement de variables x-2+r cost) et y = 1 + r sinO ce rapport se reecrit 

xy + 3y 2 - 5 - (x- 2) - 8(y- 1) (2 + rcos0)(l + r sind) + 3(1 + rsind) 2 - 5 - rcosd - 8rsin0 

\J (x- 2) 2 + (y- 1) 2 ~ r 

On a alors 


= rsin0(3sin0 + cos0). 


xy + 3y 2 - 5 - (x - 2) - 8(y - 1) 


<4 r - 


d’ou 


lim 

(xy)-( 2,D 

La fonction est done differentiable en (-2,3). 
d) On a 

/(x,y) = xy-2y 2 

d x f(x>y) = y 

dyf(x,y) = x-4y 


v /(x-2) 2 + (y-l) 2 

xy + 3y 2 - 5 - (x - 2) - 8(y - 1) 


r— 0 


y/ (x- 2) 2 + (y- l) 2 


= 0. 


/(- 2, 3) = -24, 
d x f{—2,3) = 3, 
dy/(-2,3) = -14, 


done 


fix, y) - /(x 0 , yo) - d x f(x 0 , y 0 ) (x - x 0 ) - d y /(x 0 , y 0 ) (y - yo) xy - 2y 2 + 24 - 3(x + 2) + 14(y - 3) 


\/(x — x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 \/(x + 2) 2 + (y-3) 2 

Avec le changement de variables x = -2 + 7' cos 0 et y = 3 + r sind ce rapport se reecrit 

xy - y 2 + 24- 3(x + 2) + 14(y — 3) (-2+ rcos0)(3 + r sin 0) -2(3+ rsind) 2 -24-3rcos0+ 147- sin 0 

\/ (x + 2) 2 + (y-3) 2 r 

On a alors 


= r sin 0 (cos 0-2 sin 0). 


xy - y 2 + 24 - 3(x + 2) + 14(y - 3) 


< 3r * 0 

r— 0 


d’ou 


lim 

(xy)— (-2,3) 

La fonction est done differentiable en (-2,3). 
e) On a 

/(x,y) = yVx 
d y f(x, y) = v/x 


\/(x + 2) 2 + (y-3) 2 
xy - y 2 + 24 - 3(x + 2) + 14(y- 3) 


\/ (x + 2) 2 + (y-3) 2 


= 0. 


/(4, 1) = 2, 

d x f{ 4-D = J- 

d y /(4, 1) = 2, 


done 


fix, y) - /(x 0 , yo) - d x f[x 0 , y 0 ) (x - x 0 ) - d y /(x 0 , y 0 ) (y - yo) y v 7 * - 2 - | (x - 4) - 2(y - 1) 


v /(x-x 0 ) 2 + (y-yo) 2 vA* -4 ) 2-1 - (y- !) 2 

Avec le changement de variables x = 4 + r cost) et y = 1 + r sind ce rapport se reecrit 

yVx-2- 4(x — 4) — 2(y — 1) (1 + rsin0)\/4+ rcos0-2- rc ° se -2rsin6 


\J (x- 4) 2 + (y- l) 2 


2(l + rsin0)^/l+ ^ 


_ 2 _ rcose _ 2 y si n0 


2(1 + rsind) (l + + o(r) 


_ 2 _ rcose _2rsin0 


r „ . „ o(r) 

= - cos0sm0 H > 

4 7' r— 0 


ou on a utilise 1’ approximation \/l + t = 1 + | + o( t' lorsque x = 0. Par consequent 

f(.x,y)-f(xo,yo)-d x f{xo,yo)(x-x 0 )-dyf{x 0 ,yo)(y-yo) n 

lim — : = 0. 

(xy)— (4,1) 

La fonction est done differentiable en (4, 1). 


v /(x-x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 


© G. Faccanoni 


41 



3 Derivabilite et differentiabilite, fonctions implicites 


Derniere mise a jour : Lundi 11 fevrier 2013 


f ) Comme /(x, 0) = /( 0, y) alors d x f{ 0, 0) = d y f{ 0, 0) = 0 done 

/ (x, y) - / (x 0 , y 0 ) - d x f (x 0 , y 0 ) (x - x 0 ) - d y f (x 0 , y 0 ) (y - yo) _ |y|ln(l + x) 
v /(x-x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 \/x 2 + y 2 

Avec le changement de variables x-r cos 6 et y-r sinO on a 

= |sin(x?) ln(l + rcos(f)))| < 2r|sin($) cos(#)| < 2 r * 0. 

r— 0 

La fonction est done differentiable en (0,0). 


[y| ln(l + x) 
i Jx 2 + y 2 


VVExercice 3. 14 


Soit / : R 2 —i ■ R une application. Dire si les affirmations suivantes sont 
| 1 1. Si / e ' t? 1 (R 2 ) alors / est differentiable en tout point. 

| 1 2. Si / e 'rf 1 (R 2 ) alors il existe V/ en tout point. 

| 1 3. Si / e 'rf 1 (R 2 ) alors / est continue. 

| 4. Si / est differentiable en tout point alors / e 1 (R 2 ). 

5. S’il existe V/ en tout point alors / e (R 2 ). 

| 1 6. Si / est continue alors / e c ^ ,1 (R 2 ). 

| ^7. Si / est differentiable en (xo.yo) alors il existe V/(xo,yo). 

| 1 8. Si / est differentiable alors / est continue. 

| 1 9. S’il existe V/(xo, yo) alors / est differentiable en (xo, yo)- 

10. Si / est continue alors / est differentiable. 

| 1 11. Si / est continue alors il existe V/ en tout point. 

| ^ 12. S’il existe V/ en tout point alors / est continue. 


V : 


ausses. 


Correction. 

Hsi/e 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 


V 


V 


V 


V 


V 


1 (R 2 ) alors / est differentiable en tout point. 

Si / e (R 2 ) alors il existe V/ en tout point. 

Si / e (R 2 ) alors / est continue. 

Si / est differentiable en tout point alors / e < r(? 1 (R 2 ). 

S’il existe V/ en tout point alors / e (R 2 ). 

Si / est continue alors / e (R 2 ). 

Si / est differentiable en (xo,yo) alors il existe V/(xo,yo). 
Si / est differentiable alors / est continue. 

S’il existe V/(x o, yo) alors / est differentiable en (xo, yo)- 
Si / est continue alors / est differentiable. 

Si / est continue alors il existe V/ en tout point. 

S’il existe V/ en tout point alors / est continue. 


Exercice 3.15 Exemple de Peano 
Soit / la fonction definie sur R 2 par 


/U.y) 


) 2 _ 2 

xy si (x,y)j* (0,0), 

x z + y z 

0 si (x, y) = (0,0). 
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Montrer que / est continue sur IR 2 . Calculer V fix, y). Montrez que / admet des derivees partielles secondes en tout point. 
Que pouvez-vous deduire du calcul de d xy f[ 0, 0) et de d yx f{ 0, 0) ? 


Correction. La fonction est clairement continue dans IR 2 \ {(0,0)} car quotient de fonctions continues dont le denomina- 
teur ne s’annule pas. Elle est aussi continue en (0,0) car 


lim 

(x,y)— >(0,0) 


\fix,y)\ 


lim 

(x,y)-(0,0) 


xy(x 2 - y 2 ) 
x 2 + y 2 


limp 2 |cos(i))sin(#)(cos 2 0-sin 2 0)| < lim2p 2 = 0 = /(0,0). 
p— o p— o 

ve 


/ est done continue sur IR 2 . 
On a 


dxf{x,y) = < 


y 


x 4 + 4x 2 y 2 - y 4 

[x 2 + y 2 ) 2 
lim /u.o)-/(o,o ) =0 

x— 0 * 


si (x, y) f (0,0), 
si (x,y) = (0,0), 


dyfix, y) 


x 4 - 4x 2 y 2 - y 4 

X (x 2 + y 2 ) 2 
lim /(°.y)-/(0’0) =0 
y-o y 


si (x, y) f (0,0), 
si (x,y) = (0,0). 


On en deduit 


d X xf(x,y) 


dyxf(x,y ) 


4xy 3 (x 2 -3y 2 ) 

(x 2 +y 2 ) 3 

lim d x f(x,0)-d x f(0,0) _ Q 
x — >0 x 


si (x, y) / (0,0), 
si (x,y) = (0,0), 


x 6 +9x 4 y 2 -9x 2 y 4 -y 6 

(x 2 +y 2 ) 3 

1irn d J ;/(0,y)-dj l -/(0,y) _ _ 1 
y— >o y 


si (x, y) / (0,0), 
si (x, y) = (0,0), 


d xy f(x,y ) 


<3yy/(x,y) 


x 6 +9x 4 y 2 -9x 2 y 4 -y 6 

(x 2 +y 2 ) 3 

' ljrn d y /(x,0)-dy/(0,0) 
. x— 0 x 

) 4x 3 y(3x 2 -y 2 ) 

(x 2 +y 2 ) 3 

lim a -v/ 10 ’- ),) - a v/ (0 ' 0) 
y-o y 


si (x, y) f (0,0), 
1 si (x, y) = (0,0), 
si (x,y)*(0,0), 
0 si (x,y) = (0,0), 


Commed^y/(0,0) d yx f{0,0), le theoreme de Schwarz permet de conclure queles derivees secondes d xy f(x,y) et d yx f{x,y) 
ne sont pas continue en (0,0). 


<$>Exercice3.16 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : IR 2 — ► [R la fonction ainsi definie 


f(x,y ) 


? y ? si (x, y) f (0,0), 
x z + y z 

0 si (x, y) = (0,0). 


1. Est-elle continue sur IR 2 ? 

2. Calculer V/(x,y). 

3. La fonction / est-elle de classe (IR 2 ) ? 

4. Que peut-on conclure sur la differentiabilite de la fonction / sur IR 2 ? 


Correction. 

1. / est continue sur IR 2 \ { (0, 0) } car quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. Pour que / 
soit continue sur IR 2 ilfaut alors que lim^yj^op) /(x, y) = /(0,0) = 0. Passons on coordonnees polaires : x = 0+ r cos($), 
y = 0+ rsinffl), 

f[r,b) = f(x{r,Q),yir,b)) — rcos 2 #sin($). 


Comme |/(r,#)| < r * 0 alors limr* ywo o) /(x,y ) = 0 done / est continue sur IR 2 . 

r— 0 


2 . 


V/(x,y) = 


(d x f(x,y)\ 

i<9y/(x, y)J 


avec 


d x flx,y ) 


2a; y 3 
(jc 2 +y 2 ) 2 

0) =0 

a:-u 


si (x, y) / (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


dyfix, y) = < 


(x 2 +y 2 ) 2 

lim / (0 ’l ) -/ (0 ’ 0) - o 

y— 0 y-° 


si (x, y) / (0,0) 
si (x, y) = (0, 0) 
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3. Comme / est continue et derivable sur R 2 et ses derivees partielles sont continues sur R 2 \ { (0,0) } alors / est de classe 
'€ 1 (R 2 \ { (0,0) }). Pour qu’elle soit de classe '© (R 2 ) il faut que les derivees partielles soient continues sur R 2 , autrement 
dit il faut que 


lim d x f (x, y)-d x f (0, 0) 

(x,y)-(0,0) 


lim d v /(x,y) = d v /( 0,0) 

(x,y)-(0,0) yJ J yJ 


Comme d x f{x,x) - j f 0 = d x f{ 0,0) on conclut que d x f n’est pas continue en (0,0), done / n’est pas de classe C ^' 1 (R 2 ). 

4. Comme / est de classe IS' 1 (R 2 \ { (0, 0) }) alors / est differentiable sur R 2 \ { (0, 0) }. Pour qu’elle soit differentiable sur R 2 
il faut que 

f(x, y) - /( 0, 0) - d x f{ 0, 0) (x - 0) - d y f{ 0, 0) (y - 0) 

lim • = 0. 

(x,y)-»(0,0) \/(x-0) 2 + (y — 0) 2 


Si on note h{x,y ) 


/U,y)-/(0,0)-a^/(0,0)(x-0)-a y /(0,0)(y-0) 
\J (JC-0) 2 +(y-0) 2 


comme h{x, x) 


-Ijj f 0, alors / n’est pas differentiable sur R 2 . 



Exercice3.17 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / la fonction definie sur R 2 par 


[ * 3 y-xy 3 
f(x,y) = \ x 2 + y 2 


0 


si (x, y) f (0,0), 
sinon. 


1. La fonction / est-elle continue en (0,0) ? 

2. Determiner si les derivees partielles d x f{ 0, 0) et d v fi 0, 0) existent et les calculer le cas echeant. 

3. La fonction / est-elle de classe '41 y sur R 2 ? 

4. La fonction / est-elle differentiable en (0, 0) ? 


Correction. 


3 3 

1. On etudie la limite lim A y , A j' . On a 

(jc,y) — ►(0,0) x + y 


3 3 

xy-xy 
x 2 + y 2 


x - y 

[ Xy ~~ y 

x 2 + y 2 


r 2 cos(b) sin(-S) | cos 2 (fl) - sin 2 (■£)) j 


►O 

r— 0 
VS 


r 2 cos (5) sin(5) ( cos 2 (- 9 ) - sin 2 (b) 


< 2r 2 . On en deduit que la limite de fix, y) quand (x,y) tend vers (0,0) est 


0 = /( 0, 0). La fonction est done continue en (0, 0). De plus, / est continue sur (R* ) 2 car quotient de fonctions continues 
dont le denominateur ne s’annule pas, done / est continue sur R 2 . 


2. Attention : il faut revenir a la definition de derivee partielle en un point puisque la fonction au point (0,0) n’est pas 
definie de la meme faqon que sur le reste du domaine. 

[> Calcul de d x fi 0, 0) : 


d x fi0,0) = lim 


ff\ i .A — 0 2 r\ 

/(0+f,0)-/(0,0) t 0 +^ 0 [0+f) 2 + 02 -0 


La derivee partielle par rapport a x en (0, 0) existe et est egale a 0. 
[> Calcul de dy/(0,0) : 


dy/(0,0) = lim 


/(0,0+ f)-/(0,0) 


= lim 

r— *o 


oro -+- 1 ) ° 2 ~i° + o 2 

um+ O 0 2 + c0+t) 2 


-0 o 

— = lim - = limO = 0. 

f— o t t— o 


La derivee partielle par rapport a y en (0, 0) existe et est egale a 0. 

3. Ici on doit calculer les derivees partielles sur le reste du domaine et verifier si elles sont continues ou non en (0, 0) qui 
est le seul point qui peut poser des problemes. 

I> Calcul de d x fix, y) pour (x, y) f (0, 0) : 


I x 3 y- xy 3 ) (3x 2 y- y 3 )(x 2 + y 2 ) - (x 3 y- xy 3 )(2x) 

c ( x 2 + y 2 J (x 2 + y 2 ) 2 


x 4 - y 4 + 4x 2 y 2 
(x 2 + y 2 ) 2 
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On a 



- y 4 + 4x 2 y 2 
( x 2 + y 2 ) 2 


= 7-sin(0)|cos 4 (0) 


sin 4 (0) + 4 cos 2 (0) sin 2 (0) j 


-0 

r— 0 
Vfl 


car 


rsin(0)|cos 4 (0) 


sin 4 (0) + 4 cos 2 (0) sin 2 (0) j 


< 6r. On en deduit que la limite de d x f{x,y ) quand (x, y) tend 


vers (0,0) est 0 = 5^/(0, 0). La fonction d x f est done continue en (0,0). De plus, elle est continue sur IR 2 \ { (0,0) } car 
quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. 

> Calcul de d y f(x, y) pour (x, y) # (0, 0) : 


3 

* y- 


xy 


x 2 + y 2 


(x 3 - 3xy 2 ) (x 2 + y 2 ) - (x 3 y - xy 3 ) (2y) 
(x 2 + y 2 ) 2 


l -y 4 - 4x 2 y 2 


(x 2 + y 2 ) 


,2i2 


On a 


x 4 - y 4 - 4x 2 y 2 
* (x 2 + y 2 ) 2 


= rcos(0)|cos 4 (0) 


sin 4 (0) - 4 cos 2 (0) sin 2 (0) j 


-0 

r — -0 

yd 


car 


rcos(0)|cos 4 (0) 


sin 4 (0) - 4 cos 2 (0) sin 2 (0) j 


< 67'. On en deduit que la limite de d y f[x,y ) quand (x,y) tend 


vers (0,0) est 0 = d y f{ 0,0). La fonction d y f est done continue en (0,0). De plus, elle est continue sur IR 2 \ { (0,0) } car 
quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. 

La fonction / est continues sur IR 2 , elle admets des derivees partielles sur IR 2 et ses derivees partielles sont continues 
sur IR 2 . On conclut que la fonction / est de classe Sf? 1 sur IR 2 . 


4. La fonction / est differentiable en (0, 0) car elle est de classe e £ 1 . 



Exercice 3.18 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : IR 2 — ► IR la fonction ainsi definie 


fix, y) 


si (x,y) / (0,0), 

x 2 + y 2 

0 si (x, y) = (0,0). 


1. Est-elle continue sur IR 2 ? 

2. Est-elle derivable sur IR 2 ? 

3. Est-elle de classe ‘if 1 (IR 2 ) ? 

4. Est-elle differentiable sur IR 2 ? 


Correction. 

1. Etude DE LA CONTINUITE SUR IR 2 

Etude sur IR 2 \ { (0, 0) } : / est continue sur IR 2 \ { (0, 0) } car quotient de fonctions continues dont le denominateur ne 
s’annule pas. 

Etude en (0,0) : pour que / soit continue en (0,0) il faut que lim^yj^o.o )/(x, y) = /( 0,0) = 0. Passons on coordon- 
nees polaires : x = 0+ rc os(0), y- 0+ rsin(0), 

f{r,Q) = /(x(r,0),y(r,0)) = rcos(0) sin 2 (0). 


Comme |/(r,0)| < r * 0 alors lim U y) _ (0 , 0 ) /(x,y) = 0. 

r— 0 

Done / est continue sur IR 2 . 

2. Etude de la derivabilite sur R 2 

/ est derivable sur IR 2 si les deux derivees partielles d x f et d y f sont definie pour tout (x, y) e I 2 : 


d x f(x,y) 


U 2 +y 2 ) 2 


lim /(x.0)-/(0.0) =() 


Jt— 0 


x-0 


si (x, y) ? (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


d y flx,y) = < 


lim 

y-0 


/( Q . y )-/ 1 

y -0 


si (x, y) ^ (0,0) 
si (x, y) = (0, 0) 


Done / est derivable sur IR 2 . 

3. Etude de la regularite sur IR 2 
/ est continue et derivable sur [R 2 . 
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Etude sur IK 2 \ { (0, 0) } : les derivees partielles sont continues sur R 2 \ { (0, 0) } car quotient de fonctions continues dont 
le denominateur ne s’annule pas. Alors / est de classe < ^ 1 (R 2 \ { (0, 0) }) 

Etude en (0,0) : les derivees partielles sont continues en (0, 0) ssi 


lim d x f{x,y) = d x f{ 0,0) 

(*,y)-(0,0) 


lim dyf{x,y) = d Y f{ 0,0) 

U,y)— *(o,o) yj ' yj 


Comme d y f(x, x) — | f 0 = d y f( 0, 0) on conclut que d y f n’est pas continue en (0, 0) 

/ est de classe Sg” 1 (R 2 \ { (0, 0) }) mais n’est pas de classe Sg’ 1 (R 2 ) . 

4. Etude de la differentiabilite sur R 2 

Etude sur R 2 \{(0,0)} : comme / est de classe Sf 1 (R 2 \ { (0,0) }) alors / est differentiable sur R 2 \ { (0,0) }. 
Etude en (0,0) : pour que / soit differentiable en (0,0) il faut que 


fix, y) - /( 0, 0) - a x f{ 0, 0) (x - 0) - dyf {. 0, 0) (y - 0) 
lim ^ = 0. 

(x,y)— (0,0) 


\/(x-0) 2 + (y-0) 2 


c . . , , . / (Jc,y)-/(0,0)-3 x /(0,0) (jr-0)-dj,/(0,0) (y-0) 

St on note h{x,y) = - — - — — — - 


; 'ey 


^/U-0) 2 +(y-0) 2 i/U 2 +y 2 ) 3 ’ 

differentiable en (0, 0). 

/ est differentiable sur R 2 \ { (0, 0) } mais n’est pas differentiable en (0, 0). 


, comme h{x,x) - ^ f 0, alors / n’est pas 


'S/Exercice 3.19 

Soit / : R 2 — * R la fonction ainsi definie 


f(x.y) 


(x-l)y 2 
(x- l) 2 + y 2 

0 


si (x, y) f (1,0), 
si (x,y) = (1,0). 


1. Etude de la fonction surU 2 \ { (1,0) } : 

1.1. montrer que / est continue sur R 2 \ { (1, 0) } ; 

1.2. calculer le gradient de / pour (x,y) e R 2 \ { (1,0) } ; 

1.3. montrer que / est de classe sur R 2 \ { (1, 0) } ; 

1.4. que peut-on conclure sur la differentiabilite de / sur R 2 \ { (1, 0) } ? 

2. Etude de la fonction en [l, 0) : 

2.1. montrer que / est continue en (1, 0) ; 

2.2. calculer le gradient de /en(l,0); 

2.3. montrer que / n’est pas differentiable en (1, 0) ; 

2.4. / est- elle de classe en (1,0) ? 


Correction. 

1. Etude de la fonction surU 2 \ { (1,0) }. 

1.1. / est continue sur R 2 \ { (1,0) } car quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. 

1.2. Le gradient de / pour (x, y) e R 2 \ { (1, 0) } est le vecteur de composantes 


dxf{x,y) = -y 2 


(x-1 ) 2 -y 2 
((x- l) 2 + y 2 ) 2 ’ 


<3y/(x,y) 


2(x- l) 3 y 
((x- l) 2 + y 2 ) 2 


1.3. / est continue et derivable sur R 2 \ { (1,0) } ; ses derivees partielles sont continues sur R 2 \ { (1,0) } car quotients de 
fonctions continues dont les denominateurs ne s’annulent pas. Alors / est de classe 1 (R 2 \ { (1,0) }). 

1.4. Comme / est de classe (R 2 \ { (1, 0) }) alors / est differentiable sur R 2 \ { (1,0)}. 

2 . Etude de la fonction en( 1,0). 

2.1. Pour que / soit continue en (1,0) il faut que lim^yj^yo) /(x, y) = /(1,0). Passons en coordonnees polaires : x = 
1 + rcos(-S), y = 0+ rsin(D), 

f{r,Q) = /(x(r,d),y(r,-9)) = rcos(#)sin 2 i). 

Comme |/(r,#)| < r — 0 alors lim^y^yo) /(x,y) = 0 done / est continue en (1,0). 

2.2. Le gradient de / en (1, 0) est le vecteur de composantes 


dx/(L0) = lim 


/(x,0)-/(l,0) 

x-1 


= 0 , 


d v f{ 1,0) = lim 
y— *o 


/(0,y)-/(l,0) 

y-0 


= 0 . 


46 


© G. Faccanoni 


Derniere mise a jour : Lundi 11 fevrier 2013 


3 Derivabilite et differentiabilite, fonctions implicites 


2.3. Pour prouver que / n’est pas differentiable en (1,0) il faut montrer que 

fix, y) - /(l, 0) - d x f{\, 0) [x- - 1) - d y /(l,0) (y - 0) 

lim ~ ... _ / 0. 

(x,y)-(l,0) v /(x-l) 2 + (y-0) 2 


2.4. 


Notons h{x,y ) = 


/U,y)-/(l,0)-a x /(l,0)(x-l)-3y/(l,0)(y-0) 

j/(x-l) 2 +(y-0) 2 


^ 2 1)y 2 3/2 ; comme h{x,x- 1) = i / 0, alors / n’est pas 
iu -u y j ^ 


differentiable en (1, 0). 

Comme / n’est pas differentiable en (1,0), elle n’est pas de classe en (1,0). Si on a oublie ce theoreme on peut 
le prouver directement : pour qu’elle soit de classe en (1,0) il faut que les derivees partielles soient continues, 
autrement dit il faut que 


lim d x f{x,y) = d x f{ 1,0) et 
(*,y)— (i,o) 


. lim dyf{x,y) = d y f(\,Q). 

(;t,y)-(l,0) 


Comme <5y/(x, x- 1) = | / d y /(l,0) = 0 on conclut que d x f n’est pas continue en (1,0), done / n’est pas de classe 
^ en (1,0). 


<jpExercice 3.20 

Soit / : R 2 — *• R la fonction ainsi definie 


fix, y) 


x 2 iy+ 1) 
x 2 + (y + l) 2 

0 


si (x, y) / (0,-1), 
si (jc,y) = (0,-1). 


1. Etude de la fonction surU 2 \ {(0,-1)} ; 

1.1. montrer que / est continue sur R 2 \ { (0, -1) } ; 

1.2. calculer le gradient de / pour (jc, y)efi 2 \{ (0, — 1) } ; 

1.3. montrer que / est de classe ^€ x sur R 2 \ { (0, -1) } ; 

1.4. que peut-on conclure sur la differentiabilite de / sur R 2 \ { (0, - 1) } ? 

2. Etude de la fonction en (0,-1) : 

2.1. montrer que / est continue en (0,-1) ; 

2.2. calculer le gradient de / en (0, - 1) ; 

2.3. montrer que / n’est pas differentiable en (0, - 1) ; 

2.4. / est-elle de classe Sf 1 en (0, - 1) ? 


Correction. 

1. Etude de la fonction surU 2 \ { (0, — 1) }. 

1.1. /est continue sur R 2 \ { (0,-1) } car quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. 

1.2. Le gradient de / pour (x, y) e R 2 \ { (0, -1) } est le vecteur de composantes 


d x f(x,y) 


2x(y+l) 3 
(x 2 + (y + l) 2 ) 2 ’ 


d y f{x,y) 


z x 2 - (y + l) 2 
(x 2 + (y + l) 2 ) 2 


1.3. / est continue et derivable sur R 2 \ { (0, - 1) } ; ses derivees partielles sont continues sur R 2 \ { (0, - 1) } car quotients 
de fonctions continues dont les denominateurs ne s’annulent pas. Alors / est de classe 'rf 1 (R 2 \ { (0, — 1) }). 

1.4. Comme / est de classe S# 11 (R 2 \ { (0,-1)}) alors / est differentiable sur R 2 \ {(0,-1) }. 

2. Etude de la fonction en (0, - 1) . 

2.1. Pour que / soit continue en (0,-1) il faut que lim( X; y)^(o,-i) /(x,y) = /(0, — 1) . Passons en coordonnees polaires : 
x — 0 + r cos(5), y = -1 + rsin(O), 


fir, -9) = /(x(r,#),y(r,t))) = rcos 2 -0sin($). 


Comme \f[r,Q) \ < r — 0 alors lim^y^fo,-!) fix, y) = 0 done / est continue en (0,-1). 

2.2. Le gradient de / en (0, - 1) est le vecteur de composantes 


d x fi 0,-1) = lim 

JC— 0 


/(x,0) — / (0, — 1) 
x- 1 


= 0, 


d y f (0, 1) — lim 

y— 1 


/(Q.y) — / (Q, — i) 
y+i 


= o. 
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2.3. Pour prouver que / n’est pas differentiable en (0,-1) il faut montrer que 


fix, y ) - /( 0, - 1) - d x f{0, - 1) (x ■ - 0) - dyf(0, - 1) (y + 1) 

lim ^0. 

(x,y)-(0,-l) v/* 2 + (y+D 2 


2.4. 


Notons h(x, y) 


_ f(x,y)-f(0,-l)-d x f(0,-l){x-0)-dyf(0,-l)i.y+l) _ _ 
i/(jc-0) 2 +(y+l) 2 (* 2 


I comme hiy + 1, y) = ^ ? 0, alors / n’est 


pas differentiable en (0,-1). 

Comme / n’est pas differentiable en (0,-1), elle n’est pas de classe en (0,-1). Si on a oublie ce theoreme on 
peut le prouver directement : pour qu’elle soit de classe 'to’ 1 en (0,-1) il faut que les derivees partielles soient 
continues, autrement dit il faut que 


lim d x f{x,y)-d x f{ 0,-1) et lim d y f{x,y)-d y f{ 0,-1). 

U,y)->(0,-l) ^ (x,y)-(0,-l) yJ J yJ 

Comme d y f[y + l,y) = \ d y f{ 0,-1) = 0 on conclut que d x f n’est pas continue en (0,-1), done / n’est pas de 
classe Sf 1 en (0,-1). 



Exercice 3.21 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : R 2 —i ■ IR la fonction ainsi definie 


fix, y) 


4^ si (x, y) / (0,0), 
x 4 + y 4 

0 si (x, y) = (0,0). 


1. Est-elle continue sur R 2 ? 

2 . Calculer V/ (x, y) . 

3. La fonction / est-elle de classe < ^ ?1 (R 2 ) ? 

4. Que peut-on conclure sur la differentiabilite de la fonction / sur R 2 ? 


Correction. 

1. La fonction est clairement continue dans R 2 \ {(0,0)}. Elle est aussi continue en (0,0) car 

2 2 

lim f[x,y)~ lim , ^ „ - lim p 2 cos 2 6 sin 2 9 < lim p 2 — 0 = f(0,0). 

(jc,y)—> (0,0) (jc.y)— (0,0) X 4 + y 4 p-0 p->0 

ve 


/ est done continue sur R 2 . 
2. Pour (x, y) ^ (0, 0) on a 


Pour (x, y) = (0, 0) on a 


V/(x,y): 


dxfix.y) 

d y fix,y) 


( 2 xy 4 \ 

x 2 +y 2 )'- 
2x i y 

V. (x 2 +y 2 ) 2 ) 


V/(0,0) = 


a*/(o,o) 

dy/(0,0) 


lim^o ^4^4(0 


ylim y _ 0 : 


/(0,y)-/(0,0) 
y-0 


3. On a deja verifie que la fonction est continue sur R 2 . Verifions si ses derivees partielles sont continues sur R 2 . On a 

[ 7 \ xy * si (x, y) ^ (0,0), 
d x fix,y) = \ (x2+ y 2 > 2 ' 

[0 si(x,y) = (0,0), 

2p 5 (cos0sin 4 0) 

lim d x fix, y) = lim = lim 2p = 0 = d x f(0, 0) 

(x,y)— >(0,0) p-0 p 4 p-0 

ve 

si (x, y) ^ (0,0), 


d y /(x,y) = < (JC O' ) 


0 


si (x,y) = (0,0). 


, , 2p 5 (cos 4 0sin0) . , 

lim d y f (x, y ) = lim = lim 2p = 0 = d v f (0,0), 

(x,y)— >(0,0) y p-0 p 4 p-0 r 7 

ve 


la fonction est done de classe ‘ 


’1 re 2 
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4. Puisque toute fonction de classe If 1 (Q) est differentiable sur Q, on conclut que / est differentiable sur R 2 . 


<&>Exercice 3.22 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : R 2 — ► R la fonction ainsi definie 


fix, y) 


4^ si (x,y) / (0,0), 

x z + y z 

0 si (x, y) = (0,0). 


1. Est-elle continue sur R 2 ? 

2 . Calculer V fix, y) . 

3. La fonction / est-elle de classe 1 (R 2 ) ? 

4. Que peut-on conclure sur la differentiabilite de la fonction / sur R 2 ? 


Correction. 

1. La fonction est clairement continue dans R 2 \ {(0,0)}. Elle est aussi continue en (0,0) car 

3 2 

lim f(x, y) = lim , ^ „ = lim p 3 cos 3 8 sin 2 8 — lim p 3 - 0 = f(0,0). 
(jc,y) — > (0,0) (jc,y) — -(0,0) X z + y z p-0 p-*0 

ve 


/ est done continue sur R 2 . 
2. Pour (x, y) (0, 0) on a 


Pour (x, y) = (0, 0) on a 


V/(x,y) 


d x fix,y ) 


v/(0,0) = 


<3y/(x, y) 

a x /co.o) 

d y /(0,0) 


' jt 2 y 2 (jt 2 +3y 2 ) 1 
U 2 +y 2 ) 2 


V (jc 2 +y 2 ) 2 1 


lim /(0,y)-/(0,0) 

l lim y-o y=o 


3. On a deja verifie que la fonction est continue sur R 2 . Verifions si ses derivees partielles sont continues sur R 2 . On a 


f A f i X 1 si (x, y) ^ (0,0), 

d x fix,y) = < t* 2 *!' 2 ) 2 ’ 

[0 si(x,y) = (0,0), 


lim d x fix, y) = lim 
U,y)-(0,0) XJ J p-o 
ve 


p 6 cos 2 8 sin 2 8 (cos 2 8 + 3 sin 2 8 ) 


= lim 4p 2 = 0 = d x fi 0, 0) 
p-o 


dy/(x,y) = 


si (x, y) (0,0), 


0 


si (x, y) = (0,0). 


, . „ , 2p 6 [cos 5 8sm8) ? . . 

lim d y /(x, y) = lim = lim2p 2 = 0 = d v f{ 0,0), 

(x.y)— >(0,0) y p-0 p 4 p-0 r 7 

ve 


la fonction est done de classe ^ 3l (R 2 ). 

4. Puisque toute fonction de classe < ^ 3l (0) est differentiable sur Cl, on conclut que / est differentiable sur R 2 . 



Exercice 3.23 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : R 2 —i > R la fonction ainsi definie 


/(x,y) 


4^4 si (x, y) / (0,0), 
x z + y z 

0 si (x, y) = (0,0). 


1. Est-elle continue sur R 2 ? 

2 . Calculer V fix, y). 

3. La fonction / est-elle de classe 'rf 1 (R 2 ) ? 
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4. Que peut-on conclure sur la differentiabilite de la fonction / sur [ 


o2 i 


Correction. 

1. La fonction est clairement continue dans R 2 \ {(0,0)}. Elle est aussi continue en (0,0) car 

2 3 

lim f(x, y) = lim ^ — lim p 3 cos 2 6 sin 3 6 — lim p 3 - 0 = f(0,0). 

(jc,y) — ► (0,0) (x,y)-(0,0) X 2 + y 2 p-0 p-0 

V0 


/ est done continue sur R 2 . 
2. Pour (x, y) ^ (0, 0) on a 


Pour (x, y) = (0, 0) on a 


v/(*,y) = 


d x f(x>y ) 
d y f{x,y) 


( Zxyr 
(x 2 +y 2 ) 2 
2 { 3 x 2 + 
(x 2 +y 2 ) 2 


x 2 y 2 (3x 2 +y 2 ) ' 


V/(0,0) = 


a*/(o,o) 

d y /(0,0) 


/u,o)-/to,o) \ , 

itm^o yzn _ 0 


llimy-0 ~ y-b 


/(o,y)-/(Q,Q) 


3. On a deja verifie que la fonction est continue sur R 2 . Verifions si ses derivees partielles sont continues sur R 2 . On a 


|o si (x, y) = (0,0), 

, , „ , 2p 6 (cos0sin 5 0) ? „ 

lim d x f(x, y) = lim = lim 2p 2 = 0 = d x /(0, 0) 


(x,y)— (0,0) 


p-0 

V0 


p" 

2 , 2 „^ 2 ., 2 , 


p-0 


f si (x, y) ^ (0,0), 

d y /(x, y) = t y 

to si(x,y) = (0,0). 

, _ , p 6 (3cos 2 0 + sin 2 0) ? . „ 

lim d y f (x, y ) = lim ; = lim4p“ = 0 = d v f[ 0,0), 

(jc,y) — - (0,0) yJ J p-0 p 4 p-0 ^ yj 

V0 


la fonction est done de classe “if 1 (R 2 ). 

4. Puisque toute fonction de classe f r? 1 (Q) est differentiable sur Q, on conclut que / est differentiable sur R 2 . 



Exercice 3.24 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : R 2 — > IR la fonction ainsi definie 


fix, y) 


| (x 2 + y 2 ) 3 cos|^ 2 ^ 2 -j si (x, y) ^ (0,0), 
jo si (x, y) = (0,0). 


1. Est- elle continue sur R 2 ? 

2 . Calculer V/ (x, y) . 

3. La fonction / est-elle de classe (R 2 ) ? 

4. Sans faire de calculs, que peut-on conclure sur la differentiabilite de la fonction / sur R 2 ? 
Correction. 

1. La fonction est clairement continue dans R 2 \ {(0,0)}. Elle est aussi continue en (0,0) car 

K 1 

lim /(x, y) = limp 6 cos = 0= f(0,0). 

(x,y)— (0,0) p-0 r p 2 

V0 


/ est done continue sur R 2 . 
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2. Pour (x, y) ^ (0, 0) on a 


V/(x,y) = 


dxf(x.y) 

d y f(x,y) 




6x(x 2 + y 2 ) 2 cos + 2x(x 2 + y 2 ) sin 
y 6y(x 2 + y 2 ) 2 cos + 2 y(x 2 + y 2 ) sin 


Pour (x, y) = (0, 0) on a 


V/(0,0) = 


d x f( 0,0) 

3 y /(0,0) 


b irn /U,o)-/(o,oj \ 

Pm.v— o - — ^Zq 

1irn /(0,y)-/(0,0) 


3. On a deja verifie que la fonction est continue sur l 2 . Verifions si ses derivees partielles sont continues sur P 2 . On a 


d x fix,y) = 


6x(x 2 + y 2 ) 2 cos x2 ]_ y 2 + 2x(x 2 + y 2 ) sin y2 | 2 si (x, y) ^ (0, 0), 


0 


si (x,y) = (0,0), 


= 1 . 1 

lim dv f[x, v) = lim 6n cos 0 cos — ^ + 2p cos 0 sin — ^ = 0 = d x f{ 0,0) 
(jc,y) — » (0,0) p-0 p 2 p 2 

ve 


dyfix.y) ■ 


6 y(x 2 + y 2 ) 2 cos -^2 + 2 y(x 2 + y 2 ) sin ^rUr si (x, y) ^ (0, 0), 


0 


si (x, y) = (0,0). 


= 1 , 1 

lim d v f[x, y) = lim6n sin0cos^r +2p sin0sin— = 0 = d v f{ 0,0), 
(x,y)— (0,0) yJ J p-0 r P 2 P 2 

ve 


la fonction est done de classe 4 (R 2 ). 

4. Puisque toute fonction de classe (O) est differentiable sur Q, on conclut que / est differentiable sur P 2 . 



Exercice 3.25 Continuite, derivabilite, differentiabilite 


Soit / : R 2 — ► R la fonction ainsi definie 


fix, y) = \ x 2 + y 2 


si (x, y) ^ (0,0), 
si (x,y) = (0,0). 


1. La fonction / est-elle continue sur R 2 ? 

2. Calculer V/(x,y) pour (x,y) / (0,0) ; calculer ensuite V /(0,0). La fonction / est-elle de classe ^(R 2 ) ? 

3. La fonction / est-elle differentiable sur R 2 ? 


Correction. 

1. La fonction est clairement continue sur R 2 \ {(0,0)}. De plus 

1,4 (rsin0) 4 


y 


x 2 + y 2 (rcos0) 2 + (rsin0) 2 


= r 2 sin 4 0 < r 2 


r— 0 


d’oii 

lim fix, y) = 0 = f(0,0). 

U,y)-(0,0) J 

/ est done continue sur R 2 . 

2. V fix, y) est le vecteur de composantes d x /(x,y) etd y /(x,y) etona: 


5x/(x,y) 


<3 y /(x,y) 


~2xy 4 
(x 2 + y 2 ) 2 ’ 

lim /(x,0)-/(0,0) =o , 
o x-0 


2y 


3 2x 2 + y 2 

(x 2 + y 2 ) 2 ’ 


lim /(0,y)-/(0’0) =o , 
y— 0 y-0 


si (x, y) ^ (0,0), 
sinon; 

si (x,y) # (0,0), 
sinon. 
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Etant donne que 


-2xy 4 

— 9 

(rcos0)(rsin0) 4 

(x 2 + y 2 ) 2 


((rcosd) 2 + (r sind) 2 ) 2 


et 


on a 


2y 3 (2x 2 + y 2 ) 

— 9 

(rsin0) 3 (2(7-cos0) 2 + (rsind) 2 ) 2 

(x 2 + y 2 ) 2 


((rcosd) 2 + (rsind) 2 ) 2 


lim d x f{x,y)-0-d x f(0,0), 

(jc.y)— C0,0) 

lim d v /(x,y) = 0 = d v f(0,0). 

(x,y)-(0,0) yJ 2 yJ 


La fonction / est done de classe 'to 1 (R 2 ). 

3. Etant de classe ^ 1 (IR 2 ), / est differentiable sur IR 2 . Si on ne se rappelle pas du theoreme on peut le verifier directement 
par la definition : une application / : IR 2 — ► IR est differentiable en (xo, yo) e R 2 ssi 

, . fix, y) - fix o, yo) - d x f{x o, yo) (X - x 0 ) - <3 y /(x 0 , yo) (y - yo) 

lim = 0. 

(jc,y)— (x 0 ,y 0 ) ffx 2 + y 2 


On a bien 

/(x,y) - /(x 0 ,yo) -d x /(x 0 ,yo)(x- xo) -d y /(xo,y 0 )(y- yo) y 4 

lim : = lim — ^ 

U,y)-(jc 0 ,yo) \/(x-Xo ) 2 + (y-yo ) 2 (JC,y)-(0,0) (x 2 + y 2 ) 3 ' 2 

car 

y 4 (rsind) 4 

= - < r * 0 . 

(x 2 + y 2 ) 3/2 ((rcosd) 2 + (rsind) 2 ) 3/2 r— o 



Exercice 3.26 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / : IR 2 — ► IR la fonction ainsi definie 


si (x, y) / (0,0), 

/(x,y) = < * 2 + y 2 

[0 si (x, y) = (0,0). 

1. La fonction / est-elle continue sur IR 2 ? 

2. Calculer V/(x,y) pour (x,y) ^ (0,0) ; calculer ensuite V /( 0,0). 

3. La fonction / est-elle differentiable sur IR 2 ? 


Correction. 

1. La fonction est continue sur R 2 \ {(0,0)} mais elle n’est pas continue sur R 2 car si on considere la restriction de / a la 
courbe y-x, qui passe par (0, 0), on a 


lim f(x, x) = lim — ^ f( 0,0). 
i-o 2 *-0 2x 


2. V/(x,y) est le vecteur de composantes d x /(x,y) etdy/(x,y) etona: 


d x f 


-2 xy 
(x 2 +y 2 ) 2 ' 

lim^ 

x— o * _0 


/(0.0) 


= 0, 


si (x, y) # (0,0), 
sinon; 


car lim ^ (0,y) » (0,0) = oo. 
y— >o y~ u 

3. N’etant pas continue, / n’est pas differentiable sur R 2 . 


Ay/ 


si (x,y) ^ (0,0), 
,3, sinon 
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Exercice 3.27 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit / la fonction definie sur R 2 par 


[ x 2 y + xy 2 
f(x,y) = \ x 2 + y 2 


0 


si (x, y) f (0,0), 
sinon. 


1. La fonction / est-elle continue en (0,0) ? 

2. Determiner si les derivees partielles d x f{ 0, 0) et d y /( 0, 0) existent et les calculer le cas echeant. 

3. La fonction / est-elle de classe 'Cf sur R 2 ? 

4. La fonction / est-elle differentiable en (0, 0) ? 


Correction. 

1 . On etudie la limite 

On a 


lim 


? ? 
xy + xy 


(jc,y)— >( 0 , 0 ) x 2 + y 2 


= xy X , + ^ 2 = rcos(#)sin(#)|cos($) + sin(#)j ► 0 

x y r fff> 


x y+xy^ x + y 
x 2 + y 2 


car 


r cos 


(d) sin(-d) | cos($) + sin(d) 


<2 r. On en deduit que la limite de /(x, y ) quand (x, y) tend vers (0,0) est 0 = /( 0,0). 
La fonction est done continue en (0,0). 

2. Attention : il faut revenir a la definition de derivee partielle en un point puisque la fonction au point (0,0) n’est pas 
definie de la meme fagon que sur le reste du domaine. 

/(0+ f,0)-/(0,0) (0+ f)0 ( o%2+o2 ~° 0 

d x f{ 0,0) = lim^ = lim = lim - = limO = 0. 

t-> o t t— o t f— o t t—o 


La derivee partielle par rapport a x en (0, 0) existe et est egale a 0. 

La fonction est symetrique en x et y, done la derivee partielle par rapport a y en (0, 0) existe et est egale a 0. 

3. Ici on doit calculer la derivee partielle sur le reste du domaine et verifier si elle est continue ou non en (0,0) qui est le 
seul point qui peut poser des problemes. 


d x 


x 2 y + xy 2 \ 

x 2 + y 2 J 


(2xy + y 2 ) (x 2 + y 2 ) - (x 2 y + xy 2 ) (2x) 
(x 2 + y 2 ) 2 


2 y 2 ~ x 2 + 2xy 
^ (x 2 + y 2 ) 2 


On remarque que sur la droite y-x elle vaut 1 /2 ^ d t /(0, 0). On en deduit que la derivee partielle par rapport a x n’est 
pas continue en (0,0) done la fonction / n’est pas de classe Sf 1 sur R 2 . 

4. La fonction / est differentiable en (0, 0) ssi 


/(*, y) - /(0, 0) - d x f{ 0 , 0) (x - 0) - dyf( 0 , 0) (y - 0) 

lim 1 1 ■ i = 0. 

(x,y)— (0,0) 


On a 


lim 

U,y)— >(0,0) 


\/(x-0) 2 + (y — 0) 2 
fix, y) - /( 0, 0) - d x fi 0, 0) (x - 0) - d y f{ 0, 0) (y - 0) 


= lim 


y/(x-0) 2 + (y — 0) 2 U,yT“(0,0) XJ/ (x 2 + y 2 ) 3/2 ‘ 

On remarque que sur la droite y-x elle n’ existe pas. La fonction / n’est pas differentiable en (0,0). 


x+y 


Exercice 3.28 Continuite, derivabilite, differentiabilite 
Soit m e N et / : R 2 ^ R la fonction definie comme suit : 


fix, y) 


x y 

si (x, y) / (0,0), 

x z + y z 

0 si (x, y) = (0,0). 


1. Etude de la fonction surU 2 \ { (0,0) } : 
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1.1. montrer que / est continue sur IR 2 \ { (0, 0) } pour tout meN; 

1.2. calculer le gradient de / pour ( x , y) e R 2 \ { (0, 0) } pour tout m e N ; 

1.3. montrer que / est de classe sur R 2 \ { (0, 0) } pour tout meN; 

1.4. que peut-on conclure sur la differentiabilite de / sur l 2 \ { (0, 0) } ? 

2. Etude de la fonction en (0, 0) : 

2.1. pour quelles valeurs demeN la fonction / est-elle continue en (0, 0) ? 

2.2. calculer le gradient de / en (0, 0) pour tout me N ; 

2.3. pour quelles valeurs de m e N la fonction / est-elle differentiable en (0,0) ? 

2.4. pour quelles valeurs de m e N la fonction / est-elle de classe 'tf 1 en (0, 0) ? 


Correction. 

1. Etude de la fonction surM 2 \ { (0,0) }. 

1.1. / est continue sur R 2 \ { (0,0) } car quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. 

1.2. Le gradient de / pour (x, y) e R 2 \ { (0, 0) } est le vecteur de composantes 


d x flx,y) = 


x y[mx + my - 2x ) 
lx 2 + y 2 ) 2 


dyfix.y) = 


x lx - y ) 
(x 2 + y 2 ) 2 


1.3. / est continue et derivable sur R 2 \ { (0, 0) } ; ses derivees partielles sont continues sur R 2 \ { (0, 0) } car quotients de 
fonctions continues dont les denominateurs ne s’annulent pas. Alors / est de classe 'IS 1 (R 2 \ { (0,0) }). 

1 .4. Comme / est de classe (R 2 \ { (0, 0) }) alors / est differentiable sur R 2 \ { (0, 0) }. 

2. Etude de la fonction en (0, 0) . 

2.1. Pour que / soit continue en (0,0) il faut que lim^ f{x,y) = /(0,0). 

> Si m = 0, / s’ecrit 

/(x,y) = Si(X ’^ ( °’ 0) 

1 0 sinon 

qui n’est pas continue en (0,0) car fix, 0) = 0 mais f[x,x) = l/(2x) * oo. 


> Si m — 1, / s’ecrit 


/(jc, y) io 


x— 0 

^ si (x,y) f (0,0) 
sinon 


qui n’est pas continue en (0,0) car fix, 0) = 0 mais flx,x) — 1/2. 

\> Si m > 1, passons en coordonnees polaires : x = 0 + rcosld), y = 0 + r sin(-d), 


fir, f») = /(x(r,d),y(/yS)) = r m ~ l cos m (d) sin(L>). 

0 alors fix, y) = 0 done / est continue en (0, 0). 


Comme |/(r,#)| < r 


m - 1 


r— 0 


2.2. Le gradient de / en (0, 0) est le vecteur de composantes 

. , , f(x,0)-/(0,0) 

d x fl 0,0) = lim J - = 0, 

JC— o x-0 


dyfl 0,0) = lim 


/(0,y)-/(0,0) 


y — 0 y-0 

2.3. / est differentiable en (0, 0) si et seulement si 

fix, y) - /( 0 , 0) - d x fl 0, 0) (x-0) - dyfl 0, 0) (y - 0) 


= 0 . 


lim 

(x,y)— (0,0) 


v/(x-0) 2 + (y-0) 2 


f 0 . 


De plus, toute fonction differentiable est continue. 

[> Si m — 0 ou m = 1, / n’est pas continue en (0,0) done elle n’est pas differentiable en (0,0). 

> Soit m > 1 et notons y) - . 

i> Si rn - 2, comme lily, y) = ^ f 0, alors / n’est pas differentiable en (0, 0). 
o Si /rz > 2, passons en coordonnees polaires : x = 0+ r cos(-d), y = 0 + rsin(d), 


Comme \hlr,d) \ < r 


m-2 


r—0 


hlr,d) = hlxlr,d),ylr,d)) = r m ~ 2 cos m (d)sin(-0). 

• 0 alors lim( Xi y)^(o,o) h(x,y) - 0 done / est differentiable en (0,0). 
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3 Derivabilite et differentiabilite, fonctions implicites 


2.4. Une fonction est de classe 'rf 1 si ses derivees partielles sont continues, autrement dit si 

lim d x fix,y) = d x fi 0 ,0) et lim d y f{x,y)-d y f{ 0,0). 

(x,y)-(0,0) ' U,yJ-(0,0) yJ J yJ 

De plus, toute fonction de classe est differentiable. 

> Si m - 0 ou m - 1 ou m = 2, / n’est pas differentiable en (0,0) done elle n’est pas de classe 5*? 1 en (0,0). 

> Sim >2, passons en coordonnees polaires : x = 0 + rcos(D), y = 0+ r sin($), 

J d x f{r,d) = d x f(x(r,i)),y(r,i)]) = r m ~ 2 [m - cos 2 (d)) cos m_1 (-d) sin($), 

\dyf{r,{)) = dy/(x(r,#),y(r,d)) = r m_2 (cos 2 ($) - sin 2 (-0)) cos m (d). 

Cormne\d x f(r,Q)\<mr m ~ 2 ► 0 et \d v f{r,Q)\ < 2r m ~ 2 »0alors lim d x f{x,y)~ Oet lim d v fix,y ) 

r— 0 7 r— >0 (x.yj— *(0,0) (jc,y)->(0,0) y 

0 done / est differentiable en (0,0). 



Exercice 3.29 Continuity, derivabilite, differentiabilite 


Soit m £ N et / : IR 2 — ► [R la fonction definie comme suit : 


fix, y) 


x m v 2 

-5-^-7 si (x, y) / (0,0), 
x^ + y z 

0 si [x, y) = (0,0). 


1. Etude de la fonction surU 2 \ { (0,0) } : 

1.1. montrer que / est continue sur K 2 \ { (0, 0) } pour tout meN; 

1.2. calculer le gradient de / pour (x, y)elS 2 \{ (0, 0) } pour tout meN; 

1.3. montrer que / est de classe sur IR 2 \ { (0, 0) } pour tout meN; 

1.4. que peut-on conclure sur la differentiabilite de / sur l 2 \ { (0, 0) } ? 

2. Etude de la fonction en (0, 0) : 

2.1. pour quelles valeurs demeN la fonction / est-elle continue en (0, 0) ? 

2.2. calculer le gradient de / en (0, 0) pour tout meN; 

2.3. pour quelles valeurs de m e N la fonction / est-elle differentiable en (0,0) ? 

2.4. pour quelles valeurs de m e N la fonction / est-elle de classe 't?? 1 en (0, 0) ? 


Correction. 

1. Etude de la fonction surlR 2 \ { (0,0) }. 

1.1. / est continue sur R 2 \ { (0,0) } car quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas. 

1.2. Le gradient de / pour (x, y) e I 2 \ ) (0, 0) } est le vecteur de composantes 


dx fix, y) 
d y fix,y ) 


(m- l)x m-1 y 2 (x 2 + y 2 ) - x m y 2 {2x] 
[x 2 + y 2 ) 2 

m 2y(x 2 + y 2 ) - 2y 3 _ 2 x m+2 y 
ix 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 


x m l y 2 [mx 2 + my 2 - 2x 2 ) 
[x 2 + y 2 ) 2 


1.3. / est continue et derivable sur R 2 \ { (0,0) } ; ses derivees partielles sont continues sur R 2 \ { (0,0) } car quotients de 
fonctions continues dont les denominateurs ne s’annulent pas. Alors / est de classe 'rf 1 (R 2 \ { (0, 0) }) . 

1.4. Comme / est de classe (R 2 \ { (0,0) }) alors / est differentiable sur R 2 \ { (0, 0) }. 

2. Etude de la fonction en (0, 0) . 

2.1. Pour que / soit continue en (0,0) il faut que lim^ yj^ (0,0) fix,y) — fi 0,0). 

[> Sim-0, f s’ecrit 


fix.y) 


si [x, y) ^ (0, 0) 
0 sinon 


qui n’est pas continue en (0,0) car fix, 0) = 0 mais fix,x) = 1/2. 

\> Si m > 0, passons en coordonnees polaires :x = 0+ rcos(#),y=0+r sin($) , 


f[r,d) = fix{r,{)),y(r,Q)) = r m cos m («) sin 2 («). 


Comme \fir,{>) \ < r m — ^ 0 alors lim^yj^o.o) fix,y) - 0 done / est continue en (0,0). 
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2.2. Le gradient de / en (0, 0) est le vecteur de composantes 


a /(x,0 )-/( 0 , 0 ) n a ,. /( 0 ,y)-/( 0,0) n 

o x /(0,0) = lim = 0, d y /(0,0) = lim = 0. 

jc— o x-0 y— o y-0 

2.3. / est differentiable en (0, 0) si et seulement si 

fix, y) - /( 0,0)- d x fi 0, 0) (x-0) - d y f{ 0, 0) (y - 0) 

lim 0. 

(x,y)— >(0,0) v /(x-0) 2 + (y-0) 2 

De plus, toute fonction differentiable est continue. 

[> Si m - 0, f n’est pas continue en (0, 0) done elle n’est pas differentiable en (0, 0). 

^ c .. ^ „ . . , , , /U,y)-/(0,0)-a x /(0,0)(x-0)-a y /(0,0)(y-0) x m y 2 

t> Soit m> 0 et notons nix, y) = . = —5 — 

y \J pc-0) 2 +(y-0) 2 (* 2 +y 2 ) 3 ' 2 

i> Si m = 1, comme hiy, y) = ^ 0, alors / n’est pas differentiable en (0, 0). 

i> Si m > 1, passons en coordonnees polaires : x = 0 + r cos(-S), y = 0 + rsin($), 


Comme [fz(r,#)| < r 


m - 1 


r— >0 


hir,d) = Mx(r,-0),y(r,d)) = r m_i cos m f£») sin z (fl). 

0 alors lim( ri y)^fo i oi h{x,y ) = 0 done / est differentiable en (0,0). 


2.4. Une fonction est de classe 't? 1 si ses derivees partielles sont continues, autrement dit si 


. \im d x f(x,y) = d x f(0,0) et lim d y /(x,y) = d y /(0,0). 

(x,y)— »(0,0) (x,y)— >(0,0) 

De plus, toute fonction de classe 'tf? 1 est differentiable. 

[> Si m = 0 ou m = 1, / n’est pas differentiable en (0,0) done elle n’est pas de classe ' t ? 1 en (0,0). 

[> Si m > 1, passons en coordonnees polaires : x = 0 + r cos(-d), y = 0+ r sin(-d), 

j d x fir,d) - 3 x /(x(r,-0),y(r,-d)) = r m_1 (tti-cos 2 (il))cos m_1 (fl)sin 2 (f)), 

I ~d y f{r,Q) - d y /(x(r,#),y(r,#)) - 2 r m_1 cos m_2 ($) sin(d). 

Comme |d x /(r, $) | < mr m_1 0 et |d y /(r,^)| < 2r m_1 0 alors lim u>y) ^ (0 ,o) d^/(x,y) = Oetlim U;y) ^ (0> o) <3 y 

0 done / est differentiable en (0,0). 


Fonctions implicites 


4>Exercice 3.30 

On considere la courbe plane d’equation 


ye x + e y sin(2x) = 0. 


(3.1) 


1. Verifier que l’equation (3.1) definie une et une seule fonction y = (fix) au voisinage de (0, 0). 

2. Calculer <p' (0) et ecrire l’equation de la droite tangente au graphe de la fonction ip en le point (0, <p(0)). 

3. En deduire la limite de y quand (x, y) tend vers (0, 0) en etant sur la courbe. 

Correction. On pose f[x, y) = ye x + e y sin(2x) . 

1 . On note que (0, 0) est une solution de l’equation fix, y) = 0. On a 

dxfi x >y) = ye JC + 2e :) 'cos(2x), d x fi 0,0) =2, 

dyfix, y) = e x + e y sin(2x), d y /( 0,0) = 1. 

Puisque d y f ((),()) / 0 il existe une et une seule fonction y = <pix) definie au voisinage de 0 tel que fix,(p{x)) - 0. 

2. On a 

, d x fi 0,0) 
cp'i 0) = - z = -2 

V dyfi 0,0) 

done l’equation de la droite tangente a (p en x = 0 est y = -2x. 

3. On a 

Urn l = lim = lim = , lm = v ' w = _ 2 . 

(jc,y)— (0,0) X x— 0 X x— 0 X— 0 x— 0 

f{x,y )= 0 
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>Exercice3.31 


On considere la courbe plane d'equation 


xe y + e*sin(2y) - 0. 


1. Verifier que Tequation (3.2) definie une et une seule fonction y = <pix) au voisinage de (0, 0). 

2. Calculer ((>'(()) et ecrire l’equation de la droite tangente au graphe de la fonction <p en le point (0, <(>(())). 

3. En deduire la limite de ^ quand (x, y) tend vers (0, 0) en etant sur la courbe. 


(3.2) 


Correction. On pose fix, y) = xe y + e x sin(2y) 

1 . On note que (0, 0) est une solution de Tequation /(x, y) = 0. On a 

d x f(x, y) = e y + e x sin(2y), d x f{ 0,0) = 1, 

d y f{x,y ) = xe 3 ' + 2e Jr cos(2y), d y f{ 0,0) -2. 


2 . 


Puisque d y fi 0, 0) / 0 il existe une et une seule fonction y = <p(x) definie au voisinage de 0 tel que f{x,<p{x)) - 0. 
On a 


<p'm 


d x f( 0,0) 1 

dy/(0,0) 2 


3. 


done l’equation de la droite tangente a (p en x = 0 est y = - \x. 
Ona 


lim 1 

(x,y)— *(0,0) X 
f{x,y )= 0 


= lim 

x— 0 


<4>{x) 

X 


= lim 

x— 0 


<p(x) - (pj 0) 
x- 0 


= limrp'Cx) = <^'(0) = — . 
x— o 2 


Exercice 3.32 


On considere la courbe plane d’equation 


2x 3 y + 2x 2 + y 2 = 5. 


1. Verifier que l’equation (3.3) definie une et une seule fonction y = <p(x) au voisinage de (1, 1). 

2. Calculer <p'i 1) et ecrire l’equation de la droite tangente au graphe de la fonction ip en le point (1, <p(l)). 

3. Sachant que 


(3.3) 


d xx fix,(pix))id y fix,(pix))) 2 -2d x fix,(pix))d y fix,(pix))d xy fix,(pix)) + id x fix,(pix))) 2 d yy fix,(pix)) 

id y fix,cpix))) 3 


en deduire le developpement de Taylor de (p a l’ordre 2 centre en x = 1. 
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Correction. On pose /(x, y) = 2x 3 y + 2x 2 + y 2 - 5 

1. On note que(l,l)est une solution del’ equation /(x,y) = O.Ona 

d x f(x,y) = 6x 2 y + 4x d^/Cl, 1) = 10, 

d y f (x> y) = 2x 3 + 2y, d y f{ 1,1) =4. 


2 . 


Puisque d y f[ 1, 1) ^ 0 il existe une et une seule fonction y = <p(x) definie au voisinage de 1 tel que f(x,<p(x)) = 1. 
On a 


q>'{ 1) 


dxAh 1 ) _ 5 
d y f( 1,1) 2 


3. 


done l’equation de la droite tangente a<penx=lesty=-|(x-l) + l = -|x+|. 
On a 


<p"{ x) = 


dxxfjdyf) 2 - 2 d x fdyfd xy f + {d x f) 2 d yy f 

(dy /) 3 


et 


done q>"{ 1) 


dxxfA) y) — 4(3xy + 1) 
dxyfU.y)- 6x 2 
dyyf(x,y)= 2, 


dxxfi 1,1) = 16, 

3*y/(l,l) = 6, 

dy y /(l,l)=2, 


-1 d’ou cp{x) = (p{ 1) + <p'(l)(x- 1) + <f> 2 (l) (x- l) 2 = 1 - |(x- 1) - |(x - l) 2 . 


^yExercice 3.33 


On considere l’equation xe y + ye* = 0. 

1. Verifier qu’elle definie une et une seule fonction y = <p(x) au voisinage de (0, 0). 

2. Calculer le developpement de Taylor de ip a l’ordre 2 centre enx = 0. 


Correction. 



Soit g(x, y) = xe y + ye* ; elle est clairement de classe c € 1 . De plus, g(0,0) = 0 et g y (0,0) = 1. Elle definie alors une et une seule 
fonction y = <p(x) dans un intervalle qui contient x = 0. De plus, on sait que <p{0) = 0 et c//(0) = -1 car 

, = gxix,(pM) = e^ x) + ip{x )e* 

^ X g y [x,cp(x)) xe l P {x) + e* 

Comme <p est de classe alors cp ' est de classe 't?? 1 car composition de fonctions de classe c € l , il s’en suit que ip est de classe 
c € 2 . Alors 

, <p"(0) o ? 

<p(x) - <p( 0) + (p { 0)x+ — - — x 2 + o(x 2 ). 
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Pour calculer cp" on peut soit deriver l’expression de cp' soit deriver I’equation qui la defini implicitement : comrne 

g(x,<p(x)) = xeV™ + (p{x)e x 

en derivant cette expression on obtient 

+ xe vW y' {x) + y' (x) e x + (p (x) e x = 0 

et en la derivant a nouveau (ce que l’on peut faire car cp est de classe r € 2 ) on obtient 

e vW (p'{x) + (e^Vix) + xe ,p[x) (<p'(x )) 2 + xe ,p(x) cp" (x)) + [<p"ix)e x + cp'ix)e x ) + [<p'ix)e x + cpix)e x ) = 0 . 

On obtient cp"{ 0) = 4 et le developpement de Taylor s’ecrit 

cpix) — -x+ 2x 2 + o{x 2 ). 

<&>Exercice 3.34 

Montrer que l'equation xy 4 - x 3 + y - 0 definit implicitement au voisinage de 0 une fonction reelle de la variable reelle 
y = <p (x) et calculer la tangente au graphe de q> au point ( 0 , 0 ) . 


Correction. Soit g(x,y) = xy 4 -x 3 + y ; elle est clairement de classe < ^ 1 . De plus, g(0,0) = 0 et g y (0,0) = 1. Elle definie alors 
une et une seule fonction y = cp[x) dans un intervalle qui contient x = 0. De plus, on sait que <p( 0) = 0 et cp' (0) = car 

,, . gxix,(p{x ) ) y 4 - 3x 2 

w (x) = = 5 . 

g y {x,(p{x)) 4xy 3 + 1 

La droite tangente a y = cp{x) en (0, 0) a equation y = cp 1 (0) (x - 0) + 0 = 0. 


<C>Exercice 3.35 

Soit / l’application definie sur K 2 par 


x 2 y 2 y 3 

fix, y) = + x 2 + - 4y. 


Soit l’equation fix, y) = 3. Montrer qu’elle definit implicitement au voisinage de (0, -3) une fonction y - cpix) et calculer 
l’equation de la droite tangente ay - cp(x) en x = 0 . 


Correction. / est une application de classe ^€°° sur R 2 . Comme /(0,-3) = 3 et d y fi 0,-3) = 5^0, alors il existe un inter- 
valle ouvert I contenant x = 0 et une fonction cp de I dans K de classe sur I telle que cp{ 0) = -3 et pour tout x e I 


fix,cpix))~ 3 et cp'ix) 


d x fjx,cpjx)) _ _ o cpjx) + 2 
d y f{x,cp{x) ) x 2 + 2cp 2 (x) - 8 


L’equation de la droite tangente a y = cp{x) en x = 0 est y = rnx+ q avec m-ip'i 0) = - 2 x 0 0 2 + 2 ~ x( ; 3 ) 2 _ — = 0 et q - yo - mx o = 
-3-0= -3. 


<ft>Exercice 3.36 

Soit / l’application definie sur l 2 par 


? 3 

„ xv o y 

fix,y) = ^--x 2 + y-4y. 


Soit l’equation fix, y) = -3. Montrer qu’elle definit implicitement au voisinage de (0, 3) une fonction y - cpix) et calculer 
l’equation de la droite tangente a y = cp(x) en x = 0 . 
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Correction. / est une application de classe c iS? 00 sur R 2 . Comme /( 0,3) = -3 et d y f{ 0,3) = 5^0, alors il existe un intervalle 
ouvert I contenant x — 0 et une fonction <p de I dans [R de classe ^°° sur I telle que <p(0) = 3 et pour tout x e I 


/(x,<p(x) ) = -3 et <p'(x) 


d x f{x,(p{x)) _ _ 2 y (x) - 2 
d y f[x,(p{x )) x 2 + 2(p 2 {x) -8 


L’equation de la droite tangente ay- <p{x) en x = 0 est y = mx + q avec m = ip'{ 0) = -2 x O o2+ 2 x 2 2 _ 8 = 0 et q — yo - mx o = 
3-0 = 3. 


■<$> Exercice 3.37 

Soit / 1’ application definie sur l 2 par 

xy 2 x 3 2 

/(x, y) = ~y~ + — - 4x + y 2 . 

Soit l’equation /(x, y) = 7. Montrer qu’elle definit implicitement au voisinage de (3,2) une fonction y = <p{x) et calculer 
1’ equation de la droite tangente a y = q>(x) en x = 3. 


Correction. / est une application de classe 't*? 00 sur IR 2 . Comme /( 3,2) = 7 et d y f{ 3,2) = 5^0, alors il existe un intervalle 
ouvert I contenant x = 3 et une fonction (p de I dans KS de classe < ^°° sur I telle que <p( 3) = 2 et pour tout x e I 


f{x,(p{x))-7 et <//(x) 


d x /(x,<p(x)) <p(x) 2 + 2x 2 -8 

d y f{x,cp{x)) 2(x + 2)<p(x) 


L’equation de la droite tangente a y = <p(x) en x = 3 est y = mx + q avec m — (p'{3) = - ^ et q - yo - mx o = 2 + ^3 = 


Exercice 3.38 

Montrez que l’equation 


x 3 + 4xy + z 2 - 3 yz 2 -3 = 0 

permet d’exprimer z en fonction de (x,y) au voisinage de (1, 1, 1). Calculez alors d x z( 1, 1) et dyZ(l, 1). 


Correction. Soit / la fonction definie sur [R 3 par /(x, y, z) = x 3 + 4xy + z 2 - 3yz 2 - 3. / possede des derivees partielles 
continues : 

d x f(x,y,z) - 3x 2 + 4y, d y f[x,y,z) = 4x-3z 2 , d z f{x,y,z) = 2z- 6yz, 

et au point (1, 1, 1) on a 

3*/(l,l,l) = 7, d y f{ 1,1, 1) = 1, a z /(l,l,l) = -4. 

Puisque /( 1, 1, 1) = 0 et d z f{ 1, 1, 1) ^ 0, le theoreme des fonctions implicites nous assure qu’on peut exprimer z en fonction 
de (x, y) dans un voisinage de (1, 1, 1) et que 

dz d x f {1,1,1) 7 dz d y f{ 1,1,1) 1 

— ( 1 , 1 ) = — = -, — ( 1 , 1 ) = — — =-. 

dx d z /(l, 1, 1) 4 dy d z /(l,l,l) 4 
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4 Oftfimcbatawi Cidne et Cie de de IR 77 cCavu, U 


Parmi toutes les sujets abordees dans ce cours, 1’ optimisation de fonctions, generalement de plusieurs variables, est sans 
conteste celle qui apparait le plus frequemment dans la modelisation physique ou economique (maximiser le benefice, la 
satisfaction des clients, la productivite ou minimiser les couts, le risque, etc.). 

La determination des extrema dans le cas d’une seule variable a ete detaillee lors du module Mil. Logiquement, le present 
chapitre en est un prolongement qui fait intervenir les diverses notions specifiques aux fonctions de plusieurs variables. 
Neanmoins, le theme de l’optimisation a plusieurs variables exige un saut conceptuel important. En effet, plusieurs notions 
relatives aux fonctions d’une variable sont loin de se generaliser de facon evidente. Par exemple, les fonctions d’une va- 
riable (suffisamment regulieres) admettent une seule derivee premiere, une seule derivee seconde, etc., tandis que, pour les 
fonctions de n variables, le nombre de derivees possibles croit avec l’ordre de derivation : n derivees partielles premieres, 
/r derivees partielles secondes, etc. Une consequence directe de cet accroissement apparaitra sous la forme de conditions 
necessaires et suffisantes plus lourdes a formuler. Par ailleurs, la prise en compte pratique des contraintes imposees aux 
variables doit etre fondamentalement revue. 

Prenons le cas de la maximisation de la fonction fix) dont l’unique variable est soumise a une contrainte de non-negativite 
(x > 0), qui traduit par exemple le fait que x est une quantite, une densite, un prix ou toute autre grandeur depourvue de 
sens pour une valeur negative. L’optimisation s’effectue alors a l’aide de la procedure usuelle, la contrainte ayant pour effet 
de restreindre le domaine d’etude a RT et d’exiger un examen particulier pour le seul point qui en constitue le «bord» (x = 0). 
Plongeons le meme probleme dans un cadre bivarie : maximiser /(x, y) sous la double contrainte x > 0 et y > 0. A present, 
le domaine admissible est donne par (IR+) 2 dont le «bord», { (x, 0) | x e R+ } u { (0, y) | y e IR + }, comporte evidemment une in- 
finite de points. Une etude individuelle des points de cet ensemble devient techniquement difficile, de sorte qu’il apparait 
indispensable de disposer de methodes d’optimisation qui integrent d’emblee la presence de contraintes qui font apparaitre 
des «bords». Cette approche (recherche d’extrema lies), specifique aux fonctions de plusieurs variables, sera abordee dans 
ce chapitre apres l’expose des principes de l’optimisation dite fibre, qui vise la determination des extrema dans un domaine 
ouvert, done «sans bords». 

o Exemple 

Vous vous promenez sur un chemin de montagne. 

> Vous etes tres sportif et vous desirez aller le plus haut possible dans la region dont vous avez la carte. 

> Vous etes un peu moins sportif, vous vous contentez de suivre le chemin indique. A la fin de la journee, vous desirez savoir quel est 
le point le plus haut ou le plus has oil vous etes passe. 

L’ altitude est une fonction h de deux variables, la position (x, y) sur la carte. 

> Dans le premier cas, vous cherchez a trouver le maximum de la fonction h. 

> Dans le deuxieme cas, le chemin est represente par une contrainte entre x et y donnee par une equation g(x, y ) = 0. La question est 
done de trouver les points (xo,yo) verifiant g(xo,yo) tels que h soit extremale en (xo,yo) parmi les points verifiant g{x,y) = 0. 



Definition 


Soit / une fonction de Q) c 1" dans R. On dit que 
> / est bornee dans Q> s’il existe un nombre reel M > 0 
tel que 


pour tout xe9, |/(x)|<M; 


> / admet un maximum (resp. minimum) global (ou ab- 
solu) en xq e 2) si 


pour tout xe9, f{x) < fix 0 ) (resp. fix) > fix 0 )) ; 

D> / admet un maximum (resp. minimum) local (ou re- 
latif) en Xo e @ s’il existe une boule de rayon non nul 
SSixo, r) telle que 

pour tout x e 3>nS%ix 0 , r), fix) < fix 0 ) (resp. fix) > /(s 


0.4 s 
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^Theoreme de Weierstrass 

Si S> est ferme a et borne (on dit alors que Q) est compact) et si / est continue, alors / admet un maximum et un minimum 
globaux atteints au moins une fois, autrement dit il existe x m e2> et x M e @ tels que 

f (Xffl) < /(X) < /(x M ), v (x) £ 

Remarquons que les extrema peuvent appartenir soit a l’ouvert Q) — 3) \ d 6 /j soit a la frontiere d c /i . 
a. c’est-a-dire qu’il contient sa frontiere 


Ce resultat donne une condition suffisante d’existence d’un minimum et d’un maximum globaux. Cependant, la restriction 
relative au domaine compact est malheureusement trop forte pour la resolution de nombreux problemes, en particulier, ceux 
pour lesquels les variables ne sont pas bornees. Beaucoup plus epineuse a n variables qu’a une seule variable, la question 
du traitement des eventuels «bords» du domaine motive la scission entre extrema libres et lies. En effet, les restrictions du 
domaine qui s’expriment sous la forme d’une egalite (g(x) = 0) ou d’une inegalite non stricte (g(x) < 0) creent generalement 
une infinite de points de bords, dont l’etude au cas par cas devient impraticable. Les conditions de Lagrange et de Kuhn et 
Tucker visent a combler cette lacune. 

Avant d’aborder ces nouveaux resultats, la section suivante presente la determination des extrema dans un domaine ouvert. 
La terminologie d’extrema «libres» resulte de l’absence de conditions introduisant des «bords» dans le domaine, que Ton 
appelle aussi des «contraintes». 


4.1 Extrema libres 

c^Theoreme de Lermat : condition necessaire d’extremum local 

Si / presente un extremum local en xo et est de classe en ce point, alors 

V/(x o) = 0. 

Un point verifiant cette condition est appele point stationnaire, ou point critique, de /. 


Exemple 

On veut optimiser la fonction fix,y ) 


? ? 
* + r 


dans le disque ouvert centre en (0,0) de rayon 1, represente par @ 


{ ix,y) e R 2 | xr + y 2 < 1 }. Le seul candidat est 1’unique point critique (0,0) qu’on trouve en resolvant d x f{x,y ) = 0 et d y fix,y ) = 0. 
La definition implique de fagon immediate que / admet un minimum global en (0, 0). En effet 

/(je,y) = x 2 + y 2 >0 = /(0,0) V(x,y)e@. 

En revanche, la fonction n' admet aucun maximum. 


f 


«Recette» pour le calcul des extrema d’une fonction / continue dans un ensemble Q) compact 

Si xo est un extremum local pour / et si xo £ Q> avec / derivable en xo, alors il est un point critique. Cependant, si Xo £ d@ 
ou si / n’est pas derivable en Xo, alors ce theoreme ne s’ applique pas et il faut raisonner differemment. 
t> On calcul la valeur de / en les points stationnaires de / dans l’ouvert 3) - 2> \ d3 > ; 
t> on calcul la valeur de / en les points stationnaires de / sur le bord d°2 ; 
t> on calcul la valeur de / en les points de non derivabilite (s’il en existe). 

La plus grande valeur indique le maximum global, la plus petite le minimum global. 



On veut trouver le extrema globaux de la fonction / definie par fix, y) = {x - y) 2 sur le carre ferme @ = [0; l] 2 . 

[> On calcule la valeur de / en les points stationnaires de / dans l’ouvert @ =]0; 1 [ 2 : 

f{x,y) = (x-y) 2 , d x f(x,y) = 2(x-y), d y f(x,y) = -2[x-y), 

et V/ = (0, 0) si et seulement si y = x et l’on a fix, x) = 0. 

> On calcule la valeur de / en les points stationnaires de / sur le bord d@ : 

> Arrete d’equation y = 0 : soit g :] 0, 1[— D$ telle que gix) = fix, 0) = x 2 alors g'ix ) ■£ 0 pour tout xe]0, 1[ 
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> Arrete d’equation y = 1 : soit g :]0, 1 [ — ■ • IR telle que g(x) = fix, 1) = [x- l) 2 alors g'ix) jt 0 pour tout x e]0, 1[ 

> Arrete d'equation x = 0 : soit g :]0, 1 [ — ► IR telle que g(y) = f(0,y) = (-y) 2 alors g'iy) ^ 0 pour tout y e]0, 1[ 

> Arrete d’equation x = 1 : soit g :]0, 1[— ■ IR telle que g(y) = /(l,y) = (1 -y) 2 alors g'iy ) ^ 0 pour tout ye] 0, 1[ 

done il n’existe pas de points stationnaires sur les arretes du carre. 

> On calcule la valeur de / en les points de non derivabilite : 

> /( 0 , 0 ) = 0 
> /(1,0) = 1 
> /{ 0 , 1 ) = 1 
> /( 1 , 1 ) = 0 

En resume, les candidats extrema globaux sont les points (0,0), (0, 1), (1,0), (1, 1) et ik, k) avec k e]0; 1[. On conclut que 

> le minimum global est atteint aux points ik, k ) avec ke [0; 1] et valent 0, 

> le maximum global est atteint au point (1,0) et (0, 1) et vaut 1. 



On veut trouver le extrema globaux de la fonction / definie par fix, y) = -6y 2 - 4xy - 4y + x 2 + 6x - 6 sur la region triangulaire com- 
pacte @ de sommets A = (0,3), B = (-4, 1) et C = (-3, -2). 



5x/3 + 3 
y = x/2 + 3 


> On calcule la valeur de / en les points stationnaires de / dans l’ouvert @ @ \ d@) : 

fix, y) = -6y 2 - 4xy - 4y + x 2 + 6x - 6, d x fix, y) = -4y + 2x + 6 dyfix, y) = — 12y - 4x - 4 


et V/ = (0,0) si et seulement si (x, y) = ( — 11/5,2/5) et l’on a /(- 11/5, 2/5) = -67/5. 

> On calcule la valeur de / en les points stationnaires de / sur le bord d@ : 

> Arrete AB : y = mx+ q avec m = (y^ - yB)/(x^ - xg) = 1/2 et q = y^ - mxj = 3 

> Arrete AC : y = mx+ q avec m = (y^ - yc)/(*A - *c) = 5/3 et fl = yA _ mxj\ = 3 

> Arrete BC : y = mx+ q avec m = (ye - yc)K x B ~ X C ) = -3 et q = ys~ mxg = -11 

done 

gAB (x) = / |x, y = - x + 3 j = - - x 2 - 26x - 72, x e [-4; 0] 

[ 5x1 67 7 218 

gAcW = / |x,y= — -+3j = - — x 2 — x - 72, x € [—3; 0] 
gBC W = fix, y = -3x - 1 1) = -41x 2 - 334x - 688, x e [-4; -3] 

En resume, les candidats extrema globaux sont les points 


X 

y 

fix,y) 


-11/5 

2/5 

-67/5 

e @ 

0 

3 

-72 

e5@ 

-4 

1 

-8 


-3 

-2 

-55 


-109/67 

58/201 

-2591/201 

ed& 


On conclut que 

> le minimum global est atteint au point (-11/5,2/5) e @ et vaut -67/5, 

> le maximum global est atteint au point (-26/5,4/5) e et vaut -22/5. 


s'ab (x) “ -5x- 26 < 0; 

, 134 218 

ZAcW = -^- x ~-f * 

SBC (x) = -02X-334 < 0. 


109 109 2591 

x= etg/irf ) = ; 

67 6 67 201 
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;^o Exemple 

On construit une canalisation de forme trapezoi'dale avec une plaque de largeur L = 1,36. Quelles sont les valeurs optimales de la 
longueur £ du cote incline et de l'angle d qu’il fait avec la verticale pour que le flux passant dans la gouttiere soit maximal ? 

/ N 

L — 2£ 

La surface a maximiser est decrite par la fonction 

/[£,{)) = /cos(d)(Tsin(d) + L- 2£), 

avec @ = | (£,S) | 0 < £ < ^,0 < d < 1 1. 

> On cherche tout d’abord les points critiques de / qui se trouvent a Tinterieur du domaine .® et on calcul la valeur de / en ces points : 

f (£,£)) = ^cos(d)(/ sin(d) + L-2£), 
f t {£, d) = cos(d) (2£ sin(d) + L- 2£), 
f {)(£,&) ~ ^(2^cos 2 (d) + 2^sin(d) -Lsin(d) -£), 

et V f{£, d) = (0, 0) dans @ si et seulement si {£, d) = ( LI3,jiI6 ) et Ton a f(LI3,Ji/6) ~ 0.2669667645. 

> On cherche le maximum de / sur le bord d@ de @ : 

gl (£} = f (£,()) = £[L-2£), g[(£) = L-4£ = 0 <=> £ = § et /(£,0) = ^ < 0.26; 

g 2 {£) = f{£,7t/2) = 0-, 
g 3 (d) = /(0,d) = 0; 

g 4 (d) = /(L,d) = (L) 2 cos(d)(sin(d) - l), g 4 (d) = (L) 2 ^ cos 2 (d) - sin 2 (d) + sin(d)j = 0 <=> d=^. 

Comme f {£,£)) < /(L/3,7r/6) pour tout (£,S) e @ on conclut que le flux passant dans la gouttiere sera maximal pour £ = LI3 et d = 7t/6. 


LI 3 

^Theoreme Condition suffisante d'extremum local dans un ouvert ( cas del variables) 

Soit / une fonction de classe c € 2 sur un ouvert 1/1 c [R 2 et (xq, yo) un point stationnaire ; posons 






A(x 0 , y 0 ) = d xx f{x 0 ,yo) ■ d yy /(x 0 , y 0 ) - d xy f 2 (x 0 , y 0 ). 


> Si A(xo,yo) > 0, alors / presente un extremum relatif en (xo,yo) ; il s’agit d’un maximum si d xx f{xo,yo) < 0 et d’un 
minimum si d xx f{xo, yo) > 0 ; 

> si A(xo, yo) < 0, alors / presente un point-selle (ou point-col) a en (xo, yo) ; ce n’est pas un extremum ; 

D> si A(xo, yo) = 0, on ne peut pas conclure a partir des derivees secondes. 

En resume, si fl, /(xo, yo) = 0 et d y /(xo,yo) = 0, la nature du point critique (xo,yo) est determinee par le tableaux suivant : 
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(a) Point de maximum 




~ ' I 


(b) Point de selle 


A(x 0 ,y 0 ) d xx f(x 0 ,y 0 ) 

Nature de (xo,yo) 

+ + 

minimum local 

+ 

maximum local 

- 

point-selle 

0 

on ne peut pas conclure 


a. Le mot col vient de l’exemple de la fonction altitude et de la configuration (idealisee) d’un col de montagne : minimum de la ligne de crete, 
maximum de la route, sans etre un extremum du paysage. Le mot selle vient de l’exemple d’une selle de cheval. 

fjjf Etude directe 

Apres avoir determine un point stationnaire xo, on peut aussi etudier directement le signe de la difference 

d{ h) = fix o + h)-/(xo). 

Si cette difference est de signe constant pour h voisin de 0, il s’agit d’un extremum local (un maximum si d < 0, un 
minimum si d > 0). Sinon, il s’agit d’un point-col (ou point-selle). Mieux, si le signe est constant pour h quelconque, alors 
l’extremum est global. 


o Exemple 

On veut etudier la fonction fix, y) = x 2 + y 2 - 2x-4y sur R 2 . Elle a pour derivees partielles d x fix,y ) = 2x- 2 et d y fix,y) = 2y- 4 qui 
ne s’annulent qu’en (1,2), seul point oil il peut done y avoir un extremum local. On etudie directement le signe de la difference 

dih, k ) = /(I + h, 2+ k) -/( 1,2) = h 2 + k 2 > 0. 

Comme cette difference est positive pour h et k voisins de 0 il s’agit d'un minimum. En effet, d X xfi 1,2) = 2 > 0, dyyfi 1,2) = 2, 
dxyfi 1,2) = 0 done A(l,2) = 4 > 0 et il s’agit bien d'un minimum. 


(o Exemple 

Pour determiner les extrema libres de la fonction fix, y) = x 2 + y 3 - 2 xy-y dans R 2 , on constate d’abord que / est un polynome, done 
differentiable dans 1'ouvert R 2 . Les seuls candidats extrema locaux sont les points critiques. Toutefois, nous ne disposons d’aucune 
garantie a priori sur le fait que les eventuels extrema locaux soient globaux. 

Recherche des points critiques On a 


V/ = 0 


2x-2y 
3y 2 -2x- 1 


( 4 - 1 ) 


(x,y) = ou (x, y) = ( 1 , 1 ). 


Les deux candidats sont done jj, - 3 ) et (1, 1). 
Classification La matrice hessienne de / en un point (x, y) e R 2 


est 


Hfix,y) ■- 


dxxfix.y) d xy fix,y ) 
dyxfix.y) dyyfix, y) 


2 - 2 ) 
-2 6yJ ■ 


Comme A jj, - < 0 et D(l, 1) > 0, alors (- j,- j) est un point-selle et / admet en (1, 1) un minimum local de valeur /(l, 1) = 

-1. Ce minimum n'est cependant pas global puisque, par exemple, /( 0, -2) = -6 < /( 1, 1) = — 1 . 


(c) G. Faccanoni 
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Exemple Lois de Snell- Descartes 


Un rayon lumineux se propage a la vitesse v \ dans le milieu M\ et a la vitesse V 2 dans le milieu M 2 . Le principe de Fermat precise que 
la lumiere suit le trajet le plus economique en temps. 

En dimension 2. En notant x l’abscisse du point oil la trajectoire coupe l’interface, le temps necessaire pour aller de ( x 1 , z f) a (X 2 , Z 2 ) 
en passant par le point d’abscisse x vaut 


[x- x\) 2 + z 2 (x 2 - x) 2 


+ Zn 


t{x) = 

VI v 2 

Cette quantite est (localement) optimale quand sa derivee par rapport a x s'annule, c’est a dire lorsque 

X - X] xo- x 

:= 0 , 


Vlyjix-Xl ) 2 + Z 2 v 2 J (x 2 -x) 2 


+ Z7i 


ce qui conduit a la loi de Snell-Descartes 

sin(-0i) sinful 


vi v 2 



En dimension 3. Dans le cas tridimensionnel, la situation est similaire. II s’agit cette fois de determiner les coordonnees (x,y) dans le 
plan de l’interface oil le rayon coupera celui-ci. Le temps de trajet vaut cette fois 


J{x-xi) 2 + [y-yi) 2 + z 2 J (x 2 - x) 2 + (y 2 - y) 2 + z\ 

t{x, y) = + . 

vi v 2 

II s’agit cette fois d'optimiser par rapport a x et y simultanement, ce qui revient a annuler simultanement les derivees de t par 
rapport a x et y, c’est a dire son gradient. Ceci conduit aux equations 


Jt— JCl X2~X ^ 

( 0 ) lx 2 -x\ _ V2d2 (x-x\\ 

loj ^ \y2-yj ~ vidi ly-yi] 

\ •'l y v" -~i / • j lj • "i ^4 y -~j < \j e. jj • ~2 ' 

autrement dit, le point du plan de coordonnees (x, y) se trouve dans le segment compris entre (xi,yi) et (X2,y2l- On se ramene 
done a un probleme bidimensionnel et le raisonnement ci-dessus s’ applique directement. 

On obtient de la meme fagon la loi de Snell-Descartes a la reflexion. 


Vf = 0 


Vi J (x-X!) 2 +(y-yi) 2 +z2 iW(x 2 -x) 2 +(y 2 -y) 2 +z2 

y_zli y2-y 

7I-, . ( V — V, ^2 _1_ ( V — !/, 12 ( v — vl2 4 -(Mr, — 1/1 2 I 7 2 


Methode des moindres carres : fitting par une relation affine 

Lorsqu’un chercheur met au point une experience (parce qu’il a quelques raisons de croire que les deux grandeurs x et y 
sont liees par une fonction /), il recolte des donnees sous la forme de points { (x/,y;) }" =0 mais en generale ces donnees 
sont affectees par des erreurs de mesure. Lorsqu’on en fait une representation graphique il cherche / pour qu’elle s’ajuste 
le mieux possible aux points observes. Soit d/ = y; - /(x ; ) l’ecart vertical du point (x/.y,-) par rapport a la fonction /. La 
methode des moindres carres est celle qui choisit / de sorte que la somme des carres de ces deviations soit minimale. 
On considere un ensemble de points experimentaux { (x,-, y/) et on suppose que les deux grandeurs x et y sont liees 
par une relation affine, e’est-a-dire de la forme y = mx+ q pour certaines valeurs de m et q, au moins approximativement 
(autrement dit, lorsqu’on affiche ces points dans un plan cartesien, les points ne sont pas exactement alignes mais cela 
semble etre du a des erreurs de mesure). On souhaite alors trouver les constantes m et q pour que la droite d’equation 
y = mx+ q s’ajuste le mieux possible aux points observes. Soit di — yi - ( mx; + q) l’ecart vertical du point (X;,y,) par 
rapport a la droite. La methode des moindres carres est celle qui choisit m et (j de sorte que la somme des carres de ces 
deviations soit minimale. 
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8{m, q) = Y, d f = IL ( y i - mx i ~ 2 • 

i=l i=0 

Pour minimiser 8 on cherche d’abord ses points stationnaires, i.e. les points qui verifient |^ = |^ = 0. Puisque 


38 

T—(m,q ) = -2 
dm 


- (mxi + q))Xi ] , 

^'=0 


38 

— (m,q) = -2 
dq 


Y J {yi~{mx i + q))\, 

J = 0 


alors 


mrn,q) = 0 

dS, 

dq 


7&(m,q)=0 


LUyt ~ mXi -q'> x i = ° 

L” =0 (yi - mxi - q) = 0 


Ll 0 yi x i-mLU x ^qLl 0 x i = o 

Z" = o y« - wiZ" = i JCi + (« + 1)<7 = 0 


m : 


(£” =0 ^») (ir =0 y/) -(» + !) (IjUtay.-)) 

(I” = o^) 2 -(n+li(I^ 0 xf) 

(I - =0 X,-) (Z” =0 xtyj) - (I” = o yi) (Z " =0 * 2 ) 

(X-Lo X,) 2 - (72+ 1) (Xf = o^f) 


Si on note 


n + 


1 n 
1 i=0 


"2 1 
v 2 - — 


n + 


T E 

-L n 


i = 0 


xy: 


rc + 


1 " 

tL^/. 

1 i=0 


ft + 


1 n 

T S> 

1 (=0 


alors 


La droite d’equation 


xy-xy 

(x) 2 - X 2 


yx 2 - xxy 
^7 — — • 

x 2 - (x) 2 


y = mx+ q 


s’appelle droite de regression de y par rapport axet passe par le point moyen (x,y). 

Cette ecriture est susceptible de generer des erreurs de roundoff (les deux termes dans chaque numerateur ainsi qu’au 
denominateur sont presque egaux). II est alors mieux calculer met q comme suit (ce qui est equivalent) : 


m : 


X ? =0 ytixi-x) 

L’- =0 Xj(Xj-X) 


q - y - mx. 


Notons cr 2 = x 2 - (x) 2 la variance des abscisseset c-xy-xy le coefficient de correlation. La droite de regression de y par 
rapport a x a alors equation 

c _ _ 

y = — (x-x)-y. 

Ox 



Si on a le points suivantes 


X 

i 

2 

3 

4 

5 

y 

0.9 

1.5 

3.5 

4.2 

4.9 


on trouve m = 1.07 et q = -0.21 : 
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y 

5 

4 

3 

2 

1 


Fitting par un exponentiel 

Soit a > 0 et considerons la fonction f{x) = ae kx : elle est non-lineaire mais si on prend son logarithme on obtient 
ln(/(x)) = kx + ] n ( a) qui est lineaire en k et a la forme mx+ q avec m - k et q = I n ( a) . On peut alors faire une regres- 
sion lineaire sur l’ensemble { (x/.lnty,)) et obtenir ainsi k et I n ( a) . Cependant ceci n’est pas equivalent a faire un 
fitting sur l’ensemble initial { [xi, yi) }”„. bn effet, si on note d t = yi - ae kx ‘ et D/ = ln(y,) - (fcx,- + ln(fl)), lorsqu’on fait 
une regression lineaire sur l’ensemble { (jq, ln(y,)J }" =Q on minimise D, et non d/. 






/ 















/ 

/ 





A 

> 










11 2 3 4 5 - 


Methode des moindres carres : fitting par un polynome 


On considere un ensemble de points experimentaux { (x;,y;) }" =Q et on suppose que les deux grandeurs x et y sont liees, 
au moins approximativement, par une relation polynomiale, c’est-a-dire de la forme y = T.JL 0 djX 1 pour certaines valeurs 


de aj. On souhaite alors trouver les m+1 constantes aj pour que le polynome d’equation y = cijX 1 s’ajustele mieux 

possible aux points observes. Soit d; = y; - [Eji 0 ^■jxj'j l’ecart vertical du point (x,-,y ; ) par rapport au polynome. La 
methode des moindres carres est celle qui choisit les aj de sorte que la somme des carres de ces deviations soit minimale. 
Pour cela, on doit minimiser la fonction 8 : !" 1+l — ► RL definie par 


£{ao,ai,...,a m ) = = L 


i= 1 


i = 0 


CljX; 


1=0 


Pour minimiser 8 on cherche d’abord ses points stationnaires, i.e. les points qui verifient = 0 pour j = 0, m. 
Puisque 


58 

- — («o, ai,... 
OCIq 

58 

- — («o, 

5a\ 


58 

5a m 



n 

f 


m V 

fl-m) — 

-2L 

x ° 

yi- 

- E a i x l 


i=0 

\ 


7=0 J) 


n 

I 


m .y 

&m) — 

- 2 1 

x } 

yt- 

- E a i x \ 


1=0 

{ 


7=0 


n 

1 

' 

m \ 

&m) ~ 

-2L 

m 

x i 

yi 

- E a i x i 


i= 0 

\ 


1=0 J 


i 


on obtient alors le systeme lineaire de ( m + 1) equations en les ( m + 1) inconnues ao, a\, . . . , a m suivant 


§^(a 0} ai,...,a m ) = 0 

^{ao,ai,...,a m )=0 




a 0 (n + 1) + «i Z” =0 XI + ---+ x ? ~ Ho yi 

ao Z " =0 xt + ci\ Z ” =0 xf + ■ ■ ■ + a m ZU x ? +1 = £'- 2 =0 y < Xi 


n \r n v m _i_ n V n -v ri 
a 0 2- i= o x i + a l 2- i= o x i 


m+1 


{n+ 1) 

Ho x i 


■+a m LU x i m -ru y i x i 

yn y . yn n 

^i=0 x ‘ ■■■ ^i=O x i 

Z n v 2 y.m+1 

i=0 x i ■■■ ^i=O x i 


Z n r m y-n Y m + 1 \ - n z 

i=0 x i +-i=O x i ■■■ L -i=O x i 


-n Jim 



' ao' 


M 

F 3 

O 


CL\ 

— 



A m j 


ZUw?, 


Quand m — n, le polynome des moindres carres coincide avec le polynome d’interpolation de Lagrange, i.e. l’unique 
polynome L tel que L(xi) = y; pour tout i = 0,...,n. 
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Exemple 

A partir des donnees 


X 

1.0 

2.5 

3.5 

4.0 

1.1 

1.8 

2.2 

3.7 

y 

6.008 

15.722 

27.130 

33.772 

5.257 

9.549 

11.098 

28.828 


on veut calculer la droite et la parabole de regression et comparer les erreurs des chaque regression. 
1. La droite de regression a equation y = mx + q avec 


1 6 i=0 yi(Xi~x) 

Lj = o x i(x i-x) 


~ 8.420042377, 


q = y— mx a -3.37833528, 


oui= j I ® =0 Xj = 2.0125 et y = 7 L ; =0 yi = 13.567. L’erreur est 


£ ( yi - ( mx t + q )) 2 = 39.59960820. 
! = 0 


2 . La parabole de regression a equation y = ag + a\ x + a 2 x 2 avec ag , a\ , a 2 solution du systeme lineaire 


( 


8 


H=o Xi 

zL x t zu* 


y 6 x 2 \ 
^i = 0 x i 

y b x z y 6 x 3 

L= ° h yt° A 

L i = 0 il 




r flo' 

Cl\ 

,« 2 , 


y 6 v . j 

iLn yi x i 


\^i= 0 yi x ' 


i 



' 8 

16.1 

44.79 1 

'ao 


f 108.536 1 

i.e. 

16.1 

44.79 

141.311 

a\ 

= 

322.7425 


,44.79 

141.311 

481.5123, 

,« 2 , 


,1067.97905, 


et on obtient 

I ao = 0.744611871628180655, 
fll =2.14480468957977077, 
fl 2 = 1.51926210146774388. 

L’erreur est 

6 

^ [yi - (flo + «1 + a 2 x 2 )) 2 = 5.715921703. 

i=0 




Le tableau ci-dessous donne la conductivity thermique k du sodium pour differentes valeurs de la temperature. On veut calculer la 
parabole de meilleur approximation. 


T[° C) 

79 

190 

357 

524 

690 

k 

1.00 

0.932 

0.839 

0.759 

0.693 


La parabole de regression a equation y = ciq + a l x + avec ag , a \, a 2 solution du systeme lineaire 


It 


q=o 

y 4 ^2 

L ‘ ;=0 i 


17=0 r 


Jt 2 ) 

h 

X. 

1 

r «o' 


f ito yi ] 


' 8 

16.1 

44.79 ' 

r a 0 ' 


[ 108.536 ' 

Cl\ 

- 

S=o ^2 

[L i=0 y{x t j 

i.e. 

16.1 

44.79 

141.311 

d\ 

= 

322.7425 

X 4 

x i) 




,44.79 

141.311 

481.5123, 

\ a 2j 


,1067.97905, 


et on obtient 

I ao = 0.744611871628180655, 
fll =2.14480468957977077, 
fl 2 = 1.51926210146774388. 
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L'erreur est 


£ ( yi - (no + fll Xi + fl 2 x ?)) 2 = 5.715921703. 
i = 0 



La viscosite cinematique p de l’eau varie en fonction de la temperature comme dans le tableau suivant : 


r(°C) 

0 

21.1 

37.8 

54.4 

71.1 

87.8 

100 

p (10 _3 m‘ ! s" 1 ) 

1.79 

1.13 

0.696 

0.519 

0.338 

0.321 

0.296 


On veut evaluer les valeurs p(10°), /i( 30°), p( 60°), p{90°) par le polynome de meilleur approximation de degre 3. 
On a la famille de points { (Tj, yu z -) }*?_„. Le polynome de meilleur approximation de degre 3 s’ecrit 

r(T) = aq + fli L + fl 2 T 2 + fl 3 T 3 


oil aq, fli, fl 2 , a 3 sont solution du systeme lineaire 


( 


I 6 

if 


i = 0 1 i 
\Y° T 3 


^U T i 


r°; 2 


Z U TO 

i = 0 1 i 

Z 6 rp 4 

i = 0 1 i 


y^b r rZ 

2 -l = 0 i 


y^u r r i i 

yt \ i 5 
*-i= 0 i 


y 6 


Z b yZ y^b to y^b 

1=0 i ^i=0 i L i=0 J i 


y^o to 

yr° Js 


r «o' 

^2 




l|=0 Pi T i 

uto Vi T l 


v-UnT?) 


et on obtient 

fl 0 = 0.914534618675843625, 
fll = 0.914534618675843625, 
a 2 = -0.000620138768106035594, 
a 3 = -0.000620138768106035594. 

On a alors 

r(10°) = 1.004300740 r(30°) = 0.9114735501 r(60°) = 0.9114735501 r(90°) = 0.249145396 


4.2 Extrema lies 

La scission entre extrema libres et lies (ou «sous contraintes») est nee de l’impossibilite de traiter l’optimisation dans les do- 
maines non ouverts selon la procedure exposee dans la section precedente. En effet, la condition necessaire ne s’applique 
pas aux bords du domaine. Or, si de tels points existent, leur etude au cas par cas est generalement peu aisee. Des lors, la 
theorie mathematique propose des methodes d’optimisation liee. Celles-ci incorporent directement dans la resolution les 
contraintes qui definissent des domaines non ouverts. La nomenclature peut s’averer trompeuse. En effet, au plan opera- 
tionnel, ce n’est pas la presence intrinseque de contraintes dans l’optimisation qui conduit a delaisser l’optimisation libre 
au profit de l’optimisation liee. Ce sont plutot les consequences de ces restrictions au niveau de la nature topologique du 
domaine de definition de la fonction qui guident l’utilisateur vers l’une ou l’autre des techniques. Ainsi, dans un domaine 
fort limite, mais ouvert, la recherche des extrema libres s’applique. A l’inverse, une contrainte sous forme d’inegalite non 
stricte doit toujours etre prise en compte pour determiner les extrema lies. 

Parmi les types de contraintes auxquelles le modelisateur peut se trouver confronts, deux classes se distinguent. D’une part, 
celles qui lient les variables du probleme au travers d’une ou plusieurs equations. Ces contraintes dites d’egalites sont ap- 
prehendees grace au theoreme de Lagrange, qui fournit une condition de premier ordre formulee a partir d’une fonction 
ad hoc, denommee lagrangien. Dans cette approche, de nouvelles variables, dites multiplicateurs, apparaissent et offrent 
une possibility supplementaire dans l’analyse des resultats. D’autre part, l’optimisation sous des contraintes d’inegalites non 
strictes, generalement traitee grace au theoreme de Kuhn et Tucker, ne sera pas etudie lors de ce module. 

<0 Exemple 

Maximisation d’utilite sous contrainte budgetaire : les menages doivent choisir le niveau de consommation des biens A et B, 
quand les prix sont p a et pj, et le revenu est R : 

maxu[Ca,Cb) tel que p a c a + Pb c b = R - 

c a> c b 

Allocation du temps : une etudiante doit allouer son temps entre la preparation pour le cours A t,\ et le cours B fg, etant donne 
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qu’elle dispose de 60heurespar semaine ay consacrer: t,\ + tg - 60 est la contrainte. Elle cherche a obtenir la meilleure moyenne 
possible sur ces deux cours, etant donne que si elle passe f; heures par semaine sur le cours i (i =A ou B), elle peut esperer une 
note gi(tj) : SAltA)+gBdB ) est j a f onc tion a maximiser. Par exemple g^(Li) = 20 + 20^/tA et gg(fg) - -80 + 3fg. 

fjf Probleme 

Determiner les extrema d’une fonction de n variables, notee /(x), mathematiquement definie dans un domaine ouvert 
§cR“, mais dont les variables sont soumises aux m contraintes gi (x) = 0, g 2 (x) = 0, . . g m (x) = 0, oil les fonctions gj sont 
egalement definies dans Ces contraintes delimitent le sous-ensemble si de 3> dans lequel s’effectue l’optimisation 
^ = {x£® | gi(x) = 0,...,g m (x) =0}. 


La definition d’extremum lie resulte done de celle des extrema libres. 

^Definition Optimisation liee 

La fonction /, appelee fonction objectif admet un maximum lie (resp. un minimum lie) sous les contraintes gi (x) = 
0, g 2 (x) = 0, . . g m (x) = 0, en xo e si si, en ce point, elle admet un maximum libre (resp. un minimum libre) dans le 
domaine si . 


Generalement, une contrainte de type gj(x) = 0 definit une courbe. L’ensemble si est done constitue de l’intersection de 
m courbes dans @ c 1". Pour m > 1, il peut done contenir fort peu de points. C’est pourquoi, en pratique, il est rare de 
rencontrer plus d’une contrainte d’egalite. Et, dans tous les cas, il est exclu d’avoir plus de contraintes que de variables, de 
sorte que la condition m< n sera systematiquement imposee. 


Le consommateur maximise une fonction d'utilite, notee U[x,y), qui depend des quantites consommees de deux biens, x et y, sous 
une contrainte budgetaire p\x+ p 2 y = R, ou pi et p 2 ipi,P 2 > 0) sont les prix des biens. Cette contrainte exprime que le montant 
alloue aux depenses relatives aux deux biens consideres est fixe a R. Dans ce cas simple qui comporte deux variables et une contrainte, 
on peut aisement ramener l’optimisation liee a la recherche d’un maximum libre. En effet, la contrainte de budget permet d’expliciter 
la quantite d’un bien en fonction de l’autre y = - jfx. En vertu de la condition necessaire pour la fonction d’une variable obtenue 

apres substitution de y en fonction de x, on a 


dU(x,y[x)) 

dx 


- d x U(x,y) + d y U(x,y)y'{x) = d x U(x,y) - — d y U(x,y) = 0 

P2 


d x U[x,y) dyU[x,y) 


Pi 


P2 


Ce resultat indique qu’a l’optimum, les utilites marginales (terme economique qui signifie tout simplement derivees partielles de la 
fonction utilite par rapport aux quantites consommees) ponderees par les inverses des prix s’egalisent et designons par A cette quantite 
commune. 

Par ailleurs, la contrainte de budget peut etre reformulee par g(x,y) = 0, oil g(x,y) = p\x + p 2 y - R, de sorte que pi = d x g[x,y) et 
P2 = d y g(x, y) et finalement 


d x U[x,y) dyU[x,y ) 

Pi P2 


d x mx,y)-Ad x g(x,y) = 0 

<=> \U = A Vg. 

d y U [x, y) - A dygix, y) = 0 


Autrement dit, si on introduit la fonction 


L[x,y, A) = U[x,y ) - A gix,y), 

a l'optimum on a VL = 0, ce qui correspond a la condition necessaire d' existence d’un extrema libre pour la fonction L. 


Le theoreme de Lagrange generalise la demarche adoptee dans cette resolution. Il represente une condition necessaire pour 
V optimisation sous des contraintes d’egalite. 

^Theoreme des multiplicateurs de Lagrange 

Soit les fonctions / et gi, . . ., g m ( m < n) de classe : S A dans un ouvert @ e K". Si / admet en xo un extremum lie sous les 
contraintes gi(x) = (),..., g m (x) = 0 et si la jacobienne enxo ( i. e. la matrice (dxjg;(x o)) mxn ) est de rang m, alors 


m 

3 A = (Ai, . . . , A m ) € U m tel que V/(x 0 ) = ^ A/ Vg,- (xo) . 

i = 1 


Le theoreme de Lagrange peut etre vu comme la condition necessaire d’existence d’extrema libres appliquee a la fonc- 
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tion d e n + m variables appelee fonction lagrangienne (ou le lagrangien) : 

L:@ixU m ^M 

m 

(x, A) — /(Xo) - £ A igl (Xo) 
i = 1 


ouA = (Aj, ..., A m ). 


D’une maniere qui peut sembler paradoxale, la methode de Lagrange permet de transformer un probleme d’optimisa- 
tion liee d'une fonction de n variables sous m contraintes en un probleme d’optimisation libre d’une fonction d e n + m 
variables, alors qu’intuitivement, on aurait plutot attendu une baisse de la dimension du probleme due aux restrictions im- 
pliquees par la presence de contraintes. Mais le paradoxe n’est qu’apparent. En effet, l’introduction des m multiplicateurs de 
Lagrange, (Ai,...,A m ), enrichit plus qu’elle n’alourdit l’optimisation, grace a 1' interpretation dont jouissent ces variables. 
Precisement, la valeur prise par un multiplicateur traduit l’influence marginale du niveau de la contrainte correspondante 
sur la valeur de la fonction objective a l’optimum. On dit aussi que le multiplicateur de Lagrange mesure l’intensite de la 
contrainte. Chaque multiplicateur exprime la sensibilite de la fonction d’objectif a la variation du niveau d’une contrainte. 
Par exemple, une contrainte qui n’influence pas l’optimisation (contrainte inoperante ou superflue) est affectee d’un mul- 
tiplicateur nul. A l’oppose, un multiplicateur eleve correspond a une contrainte qui penalise de faqon importante l’opti- 
mum. 


Exemple Inegalite des moyennes arithmetiques et geometriques 


Cherchons le maximum de la fonction /( x\,X2, .... x n ) = tyx\xi--.x n sur R" sous la contrainte x\ + X2 H 1 - x n = n. 

En un point ou le maximum est atteint, on peut appliquer le theoreme precedent avec g{x \ , x-i , . . . , x n ) = {x\ + xi H 1 x n ) - n. On 

obtient 


V/ = AVg 



En particulier, on obtient que tous les x,- sont egaux et qu’ils sont tous egaux a 1. Ainsi, on a fix \,X 2 ,...,x n ) < /(l, 1,...,1) = 1 = 
g(x, y)ln. On retrouve ainsi l'inegalite des moyennes arithmetiques et geometriques 


iyx 1 x 2 ...x n < 


Xl + X2 H h X n 

n 


fj!F Optimiser f{x, y ) sous la contrainte g(x, y) = 0. 

Reecrivons le theoreme des multiplicateurs de Lagrange pour une fonction de deux variables et une seule contrainte 
d’egalite (voir la figure 4.1 pour une interpretation geometrique) : 

Soit les fonctions / et g de classe dans un ouvert @eI 2 . Si / admet en (xo, yo) un extremum lie sous la 
contrainte g(x, y) = 0 et si Vg(xo, yo) f (0, 0), alors 

3A e R tel que V/(xo, yo) = AVg(xo, yo)- 

On a alors deux methodes pratiques pour determiner les extrema lies de / sous la contrainte g : 

Methode 1 : Lagrangien. Formons le lagrangien 

L(x, y, A) = fix, y) - Ag(x, y) 

ou A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gra- 
dient de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) tels que 

d x f(x,y) = A d x g{x,y), 
dyf(x,y) = Adyg(x,y), 

0 = g(x,y). 

Notons (xo,yo, Ao) une solution de ce systeme. Si Vg(xo,yo) f 0, alors (xo,yo) est un point critique de la fonction 
/ sous la contrainte g. Ces points critiques satisfont la contrainte, mais il s’agit a present de classer ces candidats. 
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Figure 4.1: On cherche les extrema de la fonction /(x, y ) sous la contrainte g(x, y) = k. Cela signifie qu’on cherche les ex- 
trema de f{x, y) lorsque le point (x, y ) appartient a la courbe de niveau g(x, y) - k. En figure on voit cette courbe 
ainsi que plusieurs courbes de niveau de /. Celles-ci ont equation /(x, y ) = c pour c = 7,8,9,10,11. Optimi- 
ser /(x,y) sous la condition g(x, y) = k signifie chercher la plus grande (ou plus petite) valeur de c telle que 
la courbe de niveau /(x, y) - c croise la courbe glx, y) = k. Pour que cela ait lieu il faut que les deux courbes 
aient la meme droite tangente. Cela signifie que les gradients sont paralleles, c’est-a-dire qu’il existe leK tel que 

V/(xo,yo) = AVg(x 0 ,yo)- 


Comme dans le cas des extrema fibres, on peut formuler des conditions du deuxieme ordre relatives aux points 

critiques, mais qui ne s’appliquent qu’a certains cas. Soit 

A(x 0 , y 0 ) = d xx L{xo,yo)dy y L(xo, y 0 ) - (d xy L(x 0 , y 0 )) 2 

> si A(xo,yo) > 0, d xx Lixo,yo) < 0 et d yy L(xo, yo) < 0 on a un maximum local en (xo,yo) ; 

> si A(xo,yo) > 0, d xx L(xo,yo) > 0 et d yy L(xo, yo) > 0 on a un minimum local en (xo,yo) ; 

> si A(xo,yo) < 0 on ne peut pas conclure. 

Methode 2 : Reduction. Cette methode est basee sur la possibifite d’exprimer la contrainte sous forme parametrique. 

Par exemple 

> s’il existe une fonction h(x) telle que { (x, y) e IR 2 | g(x, y) = 0} = {xelR| h{x) — y }, alors optimiser la fonction 
de deux variables /(x,y) sous la contrainte g(x, y) = 0 equivaut a optimiser la fonction d’une seule variable 
f(x,y= h{x )) ; 

> s’il existe une fonction h(y ) telle que { (x, y) e IR 2 | g(x, y) - 0 } = { y e IR | h{y) — x }, alors optimiser la fonction 

de deux variables /(x,y) sous la contrainte g(x, y) = 0 equivaut a optimiser la fonction d’une seule variable 

/(x= h{x),y). 


<^o Exemple 

Soient a determiner les minima et maxima de la fonction objectif fix, y) = 5x 2 + 6y 2 - xy sous la contrainte x + 2 y = 24. Pour cela, 
construisons la fonction de Lagrange 

L[x, y, A) = fix, y) - Agix,y ) = 5x 2 + 6y 2 - x - A(x + 2y- 24) 


et annulons son gradient 





' 10x-y + A ' 


to 1 

VL = 

0 


12y- x + 2A 

- 

0 


,0. 


CM 

1 

CM 

1 

* 

1 




On obtient x = 6, y = 9. Comme d xx L( 6,9) = 10 > 0, dyyL(6, 9) = 
12 > 0, d xy Li 6,9) = -1 et 3**116, 9)dy y L(6, 9) - dxyL^ (6,9) > 0, il 
s'agit d'un minimum. On notera que, dans ce cas, la valeur de A 
ne presente pas d'interet et n’est done pas cherchee. 

Dans cet exemple on peut expliciter une variable dans la 
contrainte, par exemple y = 12- 1 . Alors on peut minimiser direc- 
tement la fonction fix, 12 - = 7x 2 -84x+864 : comme f'ix, 12- 
|) = 14x - 84, le minimum se trouve en x = 6, y = 12 - | = 9 et la 
fonction vaut /( 6, 9) = 612. 
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Exemple Trouver un champ rectangulaire d’aire maximale delimite par line cloture de longueur (. donnee. 


Si x et y designent les longueurs des cotes du champ, la longueur de la cloture est 2(x + 3/) et l’aire xy. Le probleme est de trouver le 
maximum atteint par l’aire, non pas parmi tous les points de R 2 , mais seulement parmi ceux verifiant la contrainte 2(x + y) = £, oil 
£ > 0 est fixe. 

Lagrangien. Formons le lagrangien 


L{x, y, A) = xy - A(2{x + y) - £) 


oil A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient de L soit 
nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) tels que 



f y-2A ' 

(0) 

| 

VL = 0 <=> 

x-2A 

= 0 

— 


J-2{x + y), 

loj 

1 


x = £l 4 
y = £/4 
A = £18 


Done {£14, £14) est un point critique de la fonction / sous la contrainte g. Observons que ce point a ete obtenu par une condition 
necessaire et comme A{£/4,£/4, £18) < 0, rien dans le theoreme ne permet de savoir si e’est un maximum, un minimum ou ni 
1'un ni l’autre. 

Reduction. Bien sur, on peut utiliser la contrainte pour calculer une des variables en fonction des deux autres. Par exemple pour y : 


„ £ 

2{x + y) = £ => y=--x. 

En reportant cette valeur de y dans l’expression de l’aire, on obtient 

(£ \ , £ 

A({x) = xl — - xl et A^,(x) = --2x. 

Le maximum de Af (x) est atteint pour x = £14, ce qui entraine aussi y = x : a perimetre fixe, le rectangle d’aire maximale est le 
carre. 

{jjf Optimiser fix, y, z) sous la contrainte gix, y, z) = 0. 

Reecrivons le theoreme des multiplicateurs de Lagrange pour une fonction de trois variables et une seule contrainte 
d’egalite : 

Soit les fonctions / et g de classe ■© dans un ouvert 9j) e R 3 . Si / admet en (xo, yo, zo) un extremum lie sous 
la contrainte g(x,y,z) - 0 et si Vg(xo,yo,-Zo) / (0,0,0), alors 


3A e R tel que Vf{x 0 ,y 0 ,z 0 ) = AVg(x 0 ,yo,z 0 ). 


On a alors deux methodes pratiques pour determiner les extrema lies de / sous la contrainte g : 

Methode 1 : Lagrangien. Formons le lagrangien 


L{x, y, z, A) = f{x, y, z) - Ag(x, y, z) 


ou A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gra- 
dient de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, z, A) tels que 


d x f{x, y, z) = Adjcg(x, y, z), 
dyfix, y, z) = Ad y g(x, y, z), 
d z f(x,y, z) = Ad z g{x,y,z), 
0 = g(x,y,z). 


Notons (xo,yo,-Zo,Ao) une solution de ce systeme. Si Vg(xo,yo,zo) f 0, alors (xo,yo,Zo) est un point critique de la 
fonction / sous la contrainte g. Ces points critiques satisfont la contrainte, mais il reste encore a determiner s’il 
s’agit effectivement d’un extremum. 

Methode 2 : Reduction. Cette methode est basee sur la possibilite d’exprimer la contrainte sous forme parametrique. 
Par exemple 

D> s’il existe une fonction h{x,y) telle que { (x,y,z) e R 3 | g(x,y,z) = 0} = { (x,y) e IR 2 | h{x,y) — z}, alors chercher 
les extrema lies de la fonction de trois variables fix, y, z) sous la contrainte gix, y,z) - 0 equivaut a chercher les 
extrema libres de la fonction de deux variables fix, y,z- h(x, y)) ; 

D> s’il existe une fonction hix, z) telle que { (x, y, z) e R 3 | gix, y, z) = 0} = { (x, z) e R 2 | h(x, z) = y}, alors chercher 
les extrema lies de la fonction de trois variables fix, y, z) sous la contrainte gix, y, z) = 0 equivaut a chercher les 
extrema libres de la fonction de deux variables fix,y- h(x, z), z) ; 

> s’il existe une fonction hiy, z) telle que { (x, y, z) e R 3 | gix, y, z) — 0 } = { (y, z) e R 2 | h (y, z) = x }, alors chercher les 
extrema lies de la fonction de trois variables f{x,y,z) sous la contrainte gix, y, z) = 0 equivaut a chercher les 
extrema libres de la fonction de deux variables fix - hiy,z),y,z). 
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Exemple Parmi les parallelepipedes de surface S fixee, lesquels out un volume maximal ? 


Si x, y, z designent les longueurs des cotes du parallelepipede, la surface est 2(xy+ yz + xz) et le volume xyz. Le probleme est de 
trouver le maximum atteint par le volume xyz, non pas parmi tous les points de R+ , mais seulement parmi ceux verifiant la contrainte 
2(xy + yz + xz) = S, oil S est fixe. 

Lagrangien. Formons le lagrangien 


L{x, y, z, A) = xyz- A(2(xy + yz + xz) - S) 


oil A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient de L soit 
nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, z, A) tels que 


r yz-2A(y + z) ' 




z(y-x) = 2A(y-x) 

x=VSI6 

xz-2A(x + z) 


0 


y(z-x) = 2A(z-x) 

y = VS/6 

xy-2A(y + x) 


0 


x(z- y) = 2A(z- y) 

z = fsle 

,S - 2(xy + yz + xz). 


,0, 


2(xy + yz + xz) = S 

A = f S/96 


Done (%/ S/6, s/S/6, fSI 6) est un point critique de la fonction / sous la contrainte g. Observons que ce point a ete obtenu par 
une condition necessaire. Rien dans le theoreme ne permet de savoir si e'est un maximum, un minimum ou ni l’un ni l’autre. 

Reduction. Bien sur, on peut utiliser la contrainte pour calculer une des variables en fonction des deux autres. Par exemple pour z : 

| -xy 

2(xy + yz + xz) = S => z= . 

x + y 

En reportant cette valeur de z dans l’expression du volume, on obtient 


V s (x,y) = xy 


I - x y 

x+y ' 


On peut calculer le maximum de cette fonction avec la technique du gradient (extrema libres). Le maximum de Vg[x,y) est 
atteint pour 



ce qui entraine aussi z = 


a surface fixee, le parallelepipede de volume maximal est le cube. 


^ Optimiser fix, y, z) sous les contraintes gi ( x , y, z) = 0 et g 2 ( x , y, z) = 0. 

Reecrivons le theoreme des multiplicateurs de Lagrange pour une fonction de deux variables et deux contraintes d’ega- 
lite : 

Soit les fonctions /, gi et g 2 de classe 5c? 1 dans un ouvert @ e R 3 . Si / admet en (xo,yo,.zo) un extremum lie 
sous les contraintes gi(x,y, z) - 0 et g 2 (x, y, z) - 0 et si Vgi(xo,yo,.zo) f (0,0,0) et Vg 2 (xo,yo,zo) f (0,0,0), alors 

3A,/i eU tels que V/U 0 ,yo,z 0 ) = AVgi (x 0 ,yo,z 0 ) + pVg 2 (xo,yo,z 0 ). 

On a alors deux methodes pratiques pour determiner les extrema lies de / sous les contraintes gi et g 2 : 

Methode 1 : Lagrangien. Formons le lagrangien 

L(x, y, z, A, p) = fix, y, z) - Agi (x, y, z) - pg 2 (x, y, z) 

ou A et p (multiplicateurs de Lagrange) sont des inconnues. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que 
le gradient de L soit nul, autrement dit on cherche les 5-uplets (x, y, z, A, p) tels que 

d x f{x, y, z) = Ad x giix,y,z) - pd x g 2 [x,y,z), 
dyfix, y, z) = Ad y gi {x,y,z)~ pd y g 2 {x,y,z), 
d z f{x, y, z) = Ad z gi (x, y, z) - pd z g 2 [x, y, z), 

0 = gi (x,y,z), 

0 = g 2 (x, y, z). 

Notons (xo,yo,Zo,Ao,/io) une solution de ce systeme. Si Vgi(xo,yo,.zo) f 0 et Vg 2 (xo,yo,zo) f 0, alors (xo,yo,^o) est 
un point critique de la fonction / sous les contraintes gi et g 2 . Ces points critiques satisfont les contraintes, mais il 
reste encore a determiner s’il s’agit effectivement d’un extremum. 

Methode 2 : Reduction. Cette methode est basee sur la possibilite d’exprimer la contrainte sous forme parametrique. 
Par exemple, s’il existe deux fonctions h\ (x) et h 2 (x) telles que {(x,y,z)eR 3 [ gi (x, y, z) = 0 et g 2 (x, y, z) = 0 [ = 
{xeU \ hiix) - y eth 2 [x) - z}, alors optimiser la fonction de trois variables /(x,y,z) sous les contraintes 
gi(x, y, z) = 0 et g 2 (x, y, z) = 0 equivaut a optimiser la fonction d’une seule variable f[x,y- h\(x),z- h 2 (x)) ; etc. 
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Exemple 

On veut optimiser la fonction f{x,y,z ) = xyz sous les contraintes gi(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - 1 et g 2 (x, y, z) = x + y + z- 1. 

La contrainte gi (x, y, z) = 0 est l’equation de la sphere de centre (0, 0,0) et de rayon 1 ; la contrainte g 2 ( x , y, z) = 0 est l’equation d’un 
plan. On cherche done les extrema de / sur l'intersection de la sphere unite et d’un plan, a savoir sur un cercle dans l’espace. Si un point 
(x,y, z) est solution, alors il existe deux multiplicateurs Ai, A 2 tels que VL = 0 oiii(x, y, z, A\, A 2 ) = f(x,y,z)-Aigi(x,y,z)A 2 g 2 (x,y, z) = 
xyz- Ai(x 2 + y 2 + z 2 - 1) - A 2 (x + y + z - 1). On doit done avoir 


' yz-A\ (2x) - A 2 ' 


'O' 

xz- Aj(2y) - A 2 


0 

xy- Aj(2z) - A 2 

= 

0 

1 - (x 2 + y 2 + z 2 ) 


0 

k 1 -ix + y + z) j 


k 


On obtient done un systeme de 5 equations et 5 inconnues : x,y,z, Aj,A 2 . L’etude de ce systeme montre qu’il a 6 solutions, donnees 
dans le tableau ci-dessous : 


X 

y 

Z 

X\ 

a 2 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

-7a 

73 

7 3 

-7a 

7 9 

7 a 

-73 

7s 

-73 

7 9 

2 /a 

73 

-73 

-73 

7s 


Observons que ces points ont ete obtenus par une condition necessaire. Rien dans le theoreme ne permet de savoir si ce sont des 
maxima, des minima ou ni l’un ni l’autre. 
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Exercices 

Optimisation dans un ouvert 

-ft/Exercice 4.1 

Soit / : R 2 — ► R une fonction de classe (R 2 ) et ( a , b) un point de R 2 . On suppose que 

f(a,b) = 0, d x f{a,b) =0, d y f(a,b) = 0, d xx f{a,b) = 1, d yy f(a,b) = 2, d xy f(a,b) = 3. 
Le point [a, b) est-il un point critique? Si oui, de quelle nature? 


Correction. II est un point critique et plus particulierement il s’agit d’un point-selle car A [a, b) < 0. 

^yExercice 4.2 

On suppose que (1, 1) est un point critique d’une fonction / dont les derivees secondes sont continues. Dans chaque cas, 
que peut-on dire au sujet de / ? 

1. <W(1, 1) - 4, d xy f{ 1, 1) = 1, dyyfil, 1) = 2 ; 2. d xx f{ 1, 1) = 4, dxyfd, 1) - 3, d yy f( 1, 1) = 2. 


Correction. 

1. D’abord oncalcule A(l, 1) = d xx f{ 1, l)dy y /(l, l)-(d xy f{\, l)) 2 = 7. Comme A(l, 1) > 0 etd xx f{\, 1) > 0, / a un minimum 
local en (1, 1). 

2. D’abord on calcule A(l, 1) = d xx f[ 1, l)d yy f{l, 1) - {d xy f( 1, l)) 2 = -1. Comme A(l, 1) < 0, / a un point-selle en (1, 1). 


xC>Exercice 4.3 

A partir de la carte des courbes de niveau de la figure ci- 
contre, localiser les points critiques de / et preciser pour 
chacun de ces points s’il s’agit d’un point-selle ou d’un 
maximum ou d’un minimum local. 

Verifier ensuite le raisonnement sachant que 

/(x,y) = 4 + x 3 + y 3 -3xy. 



Correction. Dans la figure, le point (1, 1) est entoure par des courbes de niveau qui sont de forme ovale et qui indiquent 
que si nous nous eloignons du point dans n’importe quelle direction les valeurs de / augmentent. Ainsi on pourrait s’attendre 
a un minimum local en ou a proximite de (1, 1). 

Les courbes de niveau proche du point (0, 0) ressemblent a des hyperboles, et si nous nous eloignons de l’origine, les valeurs 
de / augmentent dans certaines directions et diminuent dans d’autres, done nous nous attendons a trouver un point selle. 

Verifions cette analyse : 

Points critiques : d x f{ x, y ) = 3x 2 - 3 y, d y f[x, y) = 3y 2 - 3x. On a un point critique si les deux derivees partielles s’annulent 
en meme temps ; on trouve deux points critiques : (1,1) et (0, 0). 

Etudes des points critiques : les derivees secondes sont d xx f[x,y) = 6x, d xy f{x,y) - -3, d yy f{x,y ) = 6y, ainsi A(x,y) = 
d xx f{x,y)d yy f{x,y) - [d xy f{x,y)) 2 — 36xy - 9. Comme A(l, 1) > 0 et d xx f{ 1, 1) > 0, / a un minimum local en (1, 1). 
Comme A(0, 0) < 0, / a un point-selle en (0, 0) . 
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XVExercice 4.4 


A partir de la carte des courbes de niveau de la figure ci- 
contre, localiser les points critiques de / et preciser pour 
chacun de ces points s’il s’agit d’un point-selle ou d’un 
maximum ou d’un minimum local. 

Verifier ensuite le raisonnement sachant que 

f[x,y) = 3x- x 3 - 2y 2 + y 4 . 



Correction. Dans la figure, les points (-1,-1) et (-1, 1) sont entoures par des courbes de niveau qui sont de forme ovale 
et qui indiquent que si nous nous eloignons du point dans n’importe quelle direction les valeurs de / augmentent. Ainsi on 
pourrait s’attendre a des minima locaux en ou a proximite de (-1, ±1). 

De la meme maniere, le point (1,0) est entoure par des courbes de niveau qui sont de forme ovale et qui indiquent que si 
nous nous eloignons du point dans n’importe quelle direction les valeurs de / diminuent. Ainsi on pourrait s’attendre a un 
maximum local en ou a proximite de (1,0). 

Les courbes de niveau proche des points (-1,0), (1, 1) et (1,-1) ressemblent a des hyperboles, et si nous nous eloignons de 
ces points, les valeurs de / augmentent dans certaines directions et diminuent dans d’autres, done nous nous attendons a 
trouver des points de selle. 

Verifions cette analyse : 

[3-3x 2 = 0 

V/ = 0<=>^ , 

| _ 4y + 4y 3 = 0 

done les points critiques sont (1,0), (1,1), (1,-1), (-1,0), (-1,1), (-1,-1). Les derivees secondes sont d xx f[x,y) = -6x, 
d xy f{x, y) = 0, dyyf{x, y) = 12y 2 - 4, ainsi A(x, y) = d xx f{x, y)d yy f{x, y) - [d xy f{x, y)) 2 = -72 xy 2 + 24x. 


Point critique 

A 

d X xf 

Conclusion 

(1,0) 

24 >0 

-6 < 0 

/ a un maximum local en (1, 0) 

(1,1) 

-48 <0 


/ a un point-selle en (1, 1) 

(1,-1) 

-48 <0 

<0 

/ a un point-selle en (1,-1) 

(-1,0) 

-24 <0 


/ a un point-selle en (- 1 , 0) 

(-1,1) 

48 >0 

6 > 0 

/ a un minimum local en (- 1, 1) 

(-1,-1) 

48 >0 

6 > 0 

/ a un minimum local en (- 1, - 1) 


<&>Exercice 4.5 

Soit / l’application definie sur M 2 par 


x 2 y 2 y 3 

ftx,y) = ^- + x z + ^-4y. 


Trouver les points critiques de la fonction / et etablir leur nature. 


Correction. 


/ est une application definie sur R 2 ; 

V/ = 


t „ 

xy + 2x, 

r 2 ■? 

vT+y - 4 


les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. On a 
et V/=0 <=> (x,y)£ {(0,-2), (0,2)}. 


Pour en etudier la nature on calcule les derivees secondes : 

d xx fix,y)-y + 2 d yy f(x,y) - 2y d xy f(x,y) = x 


Done 

A(x, y) = d xx f{x, y)d yy f{x, y) - {d xy f{x, y)) 2 = 2y(y + 2) - x 
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et 


A(0,-2) = 0, A(0,2) = 16. 


Comme A(0,2) > 0 et d xx f{0,2) — 4 > 0, on conclut que le point (0,2) est un minimum pour /. 
En revanche, comme A(0, -2) = 0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne. 


^ft/Exercice 4.6 

| Determiner les extrema de la fonction / : R 2 


R definie par /(x, y) - y 2 + xyln(x). 


Correction. / est de classe c to 2 dans son domaine de definition, l’ouvert 2> = {(rj)El 2 | x>0}. 
Points critiques On a V/(x,y) = ( 2 y^tow) et 


V/(x,y) 


jy(l + ln(x)) = 0, 
1 2y + xln(x) = 0, 




Nature des points critiques D(x,y) = d xx f[x, y)d yy f[x, y) - (d xy f{x, y)) 2 = ^ x 2- (1 + ln(x)) 2 . Comme D(1,0) = -1 < 0, le 
point (1,0) est un point-selle ; comme D{ lie, 1 7 (2 e) ) = 1 > 0 et d xx f{\ I e, l/(2e)) = 1/2 > 0, le point (1/e, l/(2e)) est un 
minimum local. 


%y Exercice 4.7 

Soit / l’application definie sur R 2 par 

x 2 y 2 y 3 

fix,y) = ^--x 2 + y-4y. 

Trouver les points critiques de la fonction / et etablir leur nature. 


Correction. 


/ est une application definie sur 


j2. 


v/ = 


xy-2x, 

r 2 9 

T + r~ 4 


2 


les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. On a 
et V/=0 (x,y)e{ (0,-2), (0,2)}. 


Pour en etudier la nature on calcule les derivees secondes : 

<W(x,y) = y-2 dyy/(x, y) = 2y d xy f{x,y) = x 


Done 

A(x, y) = d xx f[x, y)dyy/(x, y) - {d xy f{x, y)) 2 = 2y(y - 2) - x 


et 


A(0, -2) = 16, A(0,2) = 0. 

Comme A(0, -2) > 0 et d xx f{ 0, -2) < 0, on conclut que le point (0, -2) est un maximum pour /. 
En revanche, comme 8 (0, 2) = 0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne. 


<V Exercice 4.8 

Soit / l’application definie sur R 2 par 


Ax,y)- 


xy 


+ 4x+ y 

2 3 


Trouver les points critiques de la fonction / et etablir leur nature. 


© G. Faccanoni 


79 


4 Extrema 


Derniere mise a jour : Lundi 11 fevrier 2013 


Correction. / est une application definie sur if? 2 ; les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. On a 


V/ = 


f y 2 2 a 

=y + X - 4, 


et V/= 0 


ix,y) e {(-2,0), (2,0)}. 


xy+2y 

Pour en etudier la nature on calcule les derivees secondes : 

d xx f(x,y) = 2x d yy f[x,y) = x + 2 d xy f{x,y) = y 


Done 

et 


8 {x, y) = d xx f{x, y)d yy f(x, y) - (, d xy f{x , y)) 2 = 2x{x + 2) - y 
5(-2,0) = 0, 5(2,0) = 16. 


Comme 8 (2, 0) > 0 et d xx f{ 2, 0) = 4 > 0, on conclut que le point (0, 2) est un minimum pour /. En revanche, comme 8 (-2, 0) = 
0, on ne peut pas conclure en utilisant la matrice hessienne. 


>Exercice 4.9 


Une montagne a la forme de la surface z(x, y) - 2xy - 2x 2 - y 2 - fix + By + 4 (l’unite de mesure est de 100 metres). Si le 
niveau de la mer correspond az=0, quelle est la hauteur de la montagne ? 


Correction. II s’agit d’evaluer z(x, y) dans le point de maximum. Cherchons d’abord les points critiques : 

Vz(x, y) : 

et Vz(x, y) = 0 ssi (x, y) = (—1,2). On etablie la nature du point critique en etudiant le determinant de la matrice hessienne : 


2y- 4x- 8 
2x-2y+6 


dxxf{x,y) = ~ 4<0, dyyf{x, y) = -2, d xy f{x,y) = 2, 

et d xx f[-l,2)dyyf(-l,2) - [d xy f{- 1,2)) 2 = 4 > 0 done (-1,2) est un maximum. Comme z(-l,2) = 14, la montagne est haute 
1400 metre. 


Exercice 4.10 


Determiner et classer les 5 points critiques (en specifiant s’ils sont des max, des min ou des points de selle) de la fonction 
/: R 2 — R definie par 

/(x,y) = (x 2 -y 2 )e ( “* 2_y2) . 


Correction. Cherchons d’abord les 5 points critiques : 


V/(x,y) 


' 2x(l - x 2 + y 2 )e [ ~ x2 -y 2) ' 
2y(— 1 — x 2 + y 2 )e ( ~ x2 ~ y2 \ 


et V /(x,y) = (0,0) ssi 


(x, y) £ {(0,0), (0,1), (0,-1), (1,0), (-1,0)}. 

Etudions maintenant separement chacun de ces points en calculant au prealable le determinant de la matrice hessienne de 
la fonction / en un point quelconque : 


d xx fix, y) = 2e l x - 1 ' ’(1 - 5x 2 + y 2 + 2x 4 - 2x 2 y 2 ), 
d xy f(x,y ) = 4xy(x 2 - y^e^ 2 -^, 
dyyf(x, y) = 2e ( ~ x2 ~ y2) (- 1 - x 2 + 5y 2 + 2x 2 y 2 - 2y 4 ), 
A(x, y) = d xx f(x, y)dyyf[x, y) - {d xy f(x, y)) 2 . 
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On a alors 


Uo.yo) 

dxxfixo.yo) 

dxyfixo.yo ) 

dyyf{x 0 ,yo ) 

A(x 0 ,y 0 ) 


(0,0) 

2 

0 

-2 

-4 

c’est un point-selle 

(1,0) 

_ 4 
e 

0 

_ 4 
e 

16 

e 2 

c’est un maximum 

(-1,0) 

_ 4 
e 

0 

_ 4 
e 

16 

e 2 

c’est un maximum 

(0,1) 

4 

e 

0 

4 

e 

16 

e 2 

c’est un minimum 

(0,-1) 

4 

e 

0 

4 

e 

16 

e 2 

c’est un minimum 


'C>Exercice4.11 

Determiner et classer les 5 points critiques (en specifiant s’ils sont des max, des min ou des points de selle) de la fonction 
/ : R 2 — R definie par 

/(x,y) = (y 2 -x 2 )e ( ~ x2 ~ y2) . 


Correction. Cherchons d’abord les 5 points critiques : 


^ fix, y) = 


2x(-l + x 2 -y 2 )e l ~ x2 ~ yZ) ' 

2y(l + x 2 -y z )e ( - x2 -y 2 


et V f{x,y) = (0,0) ssi 


(x,y) £ {(0,0), (0,1), (0,-1), (1,0), (-1,0)}. 

Etudions maintenant separement chacun de ces points en calculant au prealable le determinant de la matrice hessienne de 
la fonction / en un point quelconque : 


d xxfix.y) = -2e ( “* 2_y2) (l-5x 2 + y 2 + 2x 4 -2x 2 y 2 ), 
d X yf{x,y) = -4xy(x 2 - y 2 )e (x2 ~ y2 \ 
d yy f{x,y) = -2e ( ~ x2 ~ y2) (-1 ~ x 2 + 5y 2 + 2x 2 y 2 - 2y 4 ), 
A(x,y) = d xx f (x, y) d yy f (x, y) - ( d xy f{x,y )) 2 . 


On a alors 


(*o,yo) 

d xx f(xo,yo) 

dxyf(Xo.yo) 

dyyf(Xo.yo) 

A(x 0 ,y 0 ) 


(0,0) 

-2 

0 

2 

-4 

c’est un POINT DE SELLE 

(1,0) 

4 

e 

0 

4 

e 

16 
e 2 

c’est un MIN 

(-1,0) 

4 

e 

0 

4 

e 

16 

e 2 

c’est un MIN 

(0,1) 

_ 4 
e 

0 

_ 4 
e 

16 

e 2 

c’est un MAX 

(0,-1) 

_ 4 

e 

0 

_ 4 
e 

16 

e 2 

c’est un MAX 


^ Exercice 4.12 

La societe d’Adele produit deux types d’ampoules : E17 et E24. Indiquons par x le nombre de milliers d’ ampoules de 
type E17 produites et supposons que la demande pour ce type de lampes est donnee par p\ - 50 - x, ou p\ est le prix 
de vente en euros. De meme, indiquons par y le nombre de milliers d’ampoules de type E24 produites et supposons 
que la demande pour ce type est donnee par pz — 60 - 2y, ou p 2 est aussi le prix de vente en euros. Les couts communs 
de production de ces ampoules est C = 2xy (en milliers d’euros). Par consequent, le benefice de la societe d’Adele (en 
milliers d’euros) est une fonction de deux variables x et y. Determiner le profit maximal d’Adele. 
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Correction. La fonction profit en milliers d’euros est p(x,y) = p\x + pzy~ C(x,y ) = 50x- x 2 + 60y-2y 2 -2xy. Pour maxi- 
miser le profit, on cherche d’abord les points stationnaires : 


Vp — 0 


(50-2x-2y) _ (0) 

(60-4y-2xJ “ (oj 


Pour etablir la nature de ces points, on etudie la matrice hessienne : 


j x- 20, 
|y = 5. 


d X xP{x,y) = -2, 
d xy pix,y) - -2, 
d yy p{x,y) - -4, 


a**p(20,5) = -2<0, 
d xy p( 20, 5) --2, 
dyyP(20,5) = -4, 


et A(20,5) = (-2) (-4) - (-2) 2 = 4 > 0 done (20,5) est un point de maximum pour p et le profit maximal vaut p(20,5) = 650. 
La societe d’Adele realise le profit maximal de 650000 euros lorsqu’elle vend 20000 ampoules E17 a 30 euros l’une et 5000 
ampoules E24 a 50 euros l’une. 


<€>Exercice 4.13 

Vous etes le directeur financier de la firme Sanbon & Fils. Cette entreprise a investi 3000 euros pour mettre au point un 
nouveau parfum. Le cout de la production est de 3 euros par flacon de lOOmL. L’expert consulte par M. Sanbon pere a 
etabli que si la firme consacre x euros en publicite pour son parfum et que le prix de vente d’un flacon est de y euros, la 
firme vendra exactement 300 + 6\/x- lOy pieces. La firme Sanbon & Fils fixe evidemment x et y de maniere a maximiser 
son profit. En tant que directeur financier, il vous incombe de determiner ces valeurs. 


Correction. 

> Revenu de la vente : y(300 + &yfx— lOy) 

> Cout de production : 3(300 + 6y/x— lOy) 

D> Cout de developpement et de publicite : 3000 + x 

Le profit de la firme a maximiser est done : /(x, y) = (y - 3) (300 + 6\/x - lOy) - x - 3000. La condition necessaire s’ecrit 


d*/(x,y) = - 5r-i = ° 

dy/(x, y) = 330 + 6y/x — 20y = 0 


(x 0 ,y 0 ) = (164025,138). 


La hessienne en ce point est definie negative : 


[0«/C*,y) = -^ 

\d X yfix,y) = 

\dyyf { X,y)j-^-f x 


A(x 0 ,y 0 ) 


241 

32805' 


Comme d xx f(xo,yo) = -20, on a bien un maximum. La firme Sanbon & Fils va done consacrer 164025 euros a la pro- 
motion de son nouveau parfum et vendre le flacon de lOOmL a 138 euros. Elle realisera de la sorte le profit maximal de 
/(164025, 138) = 15225 euros. 



Exercice4.14 Une fabrication optimale 


Votre societe s’occupe de la fabrication d’une piece mecanique. Celle-ci depend de deux parametres reels x et y (a priori 
non-contraints) de la faqon suivante : le cout unitaire de fabrication d’une piece est egal a 


c(x,y) = x 2 + 2y 2 


tandis que le taux de pieces defectueuses (compris entre 0 et 1) est egal a 


t(x, y) 


1 

1 + (xy) 2 


On cherche a maximiser la rentabilite totale du processus de fabrication. On prendra pour fonction objectif le cout uni- 
taire moyen d’une piece non-defectueuse, qui est egal au cout de fabrication d’une piece divise par le taux de pieces 
non-defectueuses, et on tentera de le simplifier autant que possible. 
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Correction. La fonction a minimiser s’ecrit fix, y) 


c{x,y ) _ x 2 +2 y 2 _ ( x 2 +2y 2 )(l+x 2 y 2 ) 

1 ~t{x,y) ~ i i ~ ,v 2 r 

1 +(xy) 2 


. La condition necessaire s’ecrit 


d x flx,y) = 2^ = 0 
d y /(x,y) = 2^f± = 0 


U 0 .y 0 ) = (^2,1/ \/z). 


La hessienne en ce point est definie positive : 


f<W(x,y)=2^ 

I a .f \ r\ 2 + 61+3 

< d xy /(x,y) = 0 A(x 0 ,yo) = 4 — — — — > 0. 

?v 4 ,o 2 1/2 

[dyyf(x,y) = 2 ^ 4 - 


Comme d xx f{xo,yo) > 0, on a bien un minimum. En choisissant (x, y) = (v^2, 1/ x/2), le cout unitaire moyen d’une piece non- 
defectueuse est minimale est egal a 4\/2. 


xVExercice 4.15 Courbe de meilleure approximation 

On considere un ensemble de points experimentaux { (Xj, y,-) } ” =0 et on suppose que les deux grandeurs x et y sont 
liees, au moins approximativement, par une relation de la forme y = asin(|x) + bcos(|x). On souhaite alors trouver les 
constantes aetb pour que la courbe d’equation y = nsin(|x) + b cos(|x) s’ajuste le mieux possible aux points observes 
(on parle de courbe de meilleure approximation ). 

Soit di - yi - (asin(|xj) + f?cos(|x;)) l’ecart vertical du point (x r - , y;) par rapport a la courbe. La methode de regression 
(ou des moindres carres) est celle qui choisit a et b de sorte que la somme des carres de ces deviations soit minimale. 
Pour cela, on doit minimiser la fonction £ definie par 

£: K 2 — R + 

n 

la, b) <->■ £[a, b) = Y df. 

i = o 


Ecrire le systeme lineaire qui permet de calculer a et b. 


Correction. Pour minimiser £ on cherche ses points stationnaires. Puisque 


on obtient 


= 0 

H ( a ’ - ° 


Si on note 

n 


d£ , 

— [a, b) = -2 
da 


d£ 

db 


[a, b) = -2 


Y ( yi - (asin(f x,j + focos(f x,))) sin(f x,) 

U=o j 

n 

Y [yt ~ (asin(fxi) + f?cos(fx,))) cos(f xf) 

J-0 


X" =0 [yi~ (asin(fx,) + focos(fx/)))sin(|x;) = 0 
EJU (yi ~ (asin(|x,-) + £>cos(§x,))) cos(f Xj) = 0 

£”= 0 (( asin (fXi) + &cos(fxi)))sin(|x i ) =L" =0 y/sin(fx,) 
E”= 0 (( as in(!x i ) + fecos(!x ! )))cos(|x/) = Lf =0 y i cos(|x i ) 


£?= 0 sin2 (f ■ *0 Ll 0 sin(f x/) cos (f Xi] 

a 


E” =0 yi sin(|x,) 

Xr=o sin (f^) cos (f^) ir=o cos2 (f^ 

b 


I^ 0 y ( ' cos (fx/) 


U = Y sin 2 (f X() , V = Y sin(|xi) cos (f x;) , 


i = o 


/= o 


W = £cos 2 (fx ; ), 
i = 0 


P= ^y,' sin ( fx;), 
1=0 


Q = £y;cos(§ x ’)’ 
i = 0 


on doit resoudre le systeme lineaire 


V 

W 


dont la solution est 


WP-VQ 

UW-V 2 ’ 


b - 


UQ-VP 

UW-V 2 ' 
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A>Exercice4.16 

La methode de regression s’etend facilement a des donnees qui dependent de deux ou plusieurs variables. On considere 
un ensemble de points experimentaux { (x,-,y,-,z,-) }" =0 et on suppose que les trois grandeurs x, y et z sont liees, au moins 
approximativement, par une relation affine de la forme z-a+bx + cy. On souhaite alors trouver les constantes a, b et c 
pour que le plan d’equation z = a + bx + cy s’ajuste le mieux possible aux points observes (on parle de plan de meilleure 
approximation ) . 

Soit di — zi - (a+ bxi + cy,) l'ecart vertical du point (x,-,y,,z,) par rapport au plan. La methode de regression (ou des 
moindres carres) est celle qui choisit a, b et c de sorte que la somme des carres de ces deviations soit minimale. Pour 
cela, on doit minimiser la fonction 8 definie par 

8\ R 3 R + 

n 

{a, b,c) >-► 8{a,b,c) - E df. 

i = o 


1. Ecrire le systeme lineaire qui permet de calculer a, b etc 

( 1 5 

2. Calculer l’equation du plan de meilleure approximation pour l’ensemble { (x,- , y ; ; , z,- ) } ;=0 ou 


i 

0 

i 

2 

3 

4 

5 

x i 

0 

0 

1 

2 

2 

2 

yt 

0 

l 

0 

0 

1 

2 

Zi 

3 

2 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

1 


On utilisera la methode du pivot de Gauss pour la resolution du systeme lineaire. 


Correction. 


1. Pour minimiser 8 on cherche ses points stationnaires. Puisque 


38 . 

da 


( a,b,c ) = -2 


38 , 

— la, b, c) = -2 
3b 

38 , 

— ( a,b,c ) = -2 
3c 


' n 

Y,lZi-(a+bxi + cyt)) 

J-0 

n 

Y J {Zi-(a+bx i + cyi))Xi 

J-0 

n 

E (Zi -(a + bxi + cy,-))y,- 
j = o 


, 

, 


on obtient 


[|f(a,fc,c)=0 

1 

f L" =0 lZi - {a+bxi + cy,-)) = 0 

§§(«, b,c) = 0 

H 

1 Ef =0 (-Zi - (a + fox, + cy,))x, = 0 < 

{ §f (a, b,c) -0 

i 

l Z" =0 ©-(«+ fox, + cy,-))yj = 0 l 


X” =0 (a + bxi + cy,;) = E" =0 z\ 
L” =0 laxi + fox? + cyiXi) = E' l =0 
E"= 0 («yi + bx tyi + cy?) = L" =0 


ZiXi 

ziyt 



r [n+ 1) 

M 

F s 

O 


/V 


r ^ 


If=o^ 

srn v 2 
^2=0 2 

I- =0 x,-y,- 

fo 

= 




Z- =0 x,-y,- 

M 

F 3 

O 

to 

,c, 


lZ- = o ziyi) 


2. Dans notre cas, 

n 

E x i = 7 
1=0 
n 

E x iyt = 6 

1=0 

n+ 1 = 6 

done on a le systeme lineaire 


E Li = 4 

i= 0 

72 7 

E x < z i = a 

2=0 Z 

I*f = 13 
2 = 0 


'6 

7 

4' 



ai/p 

7 

13 

6 

fo 

= 

7 /2 

u 

6 

ej 

,c, 


l 9 /J 


E*/ = 
2=0 
n 

E = 

1=0 


11 

y 

9 

2 


Eyf-6 


1=0 
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qu’on peut resoudre par la methode de Gauss 


( 6 

7 4 

U/2 1 

L 2 *— L.2 — g L\ 

( 6 7 

4 

11/2 1 


(67 4 

11/2 

7 

4 

13 6 

6 6 

7 /z 

% J 


0 2 7e 

, 0 4 /a 

4 / 3 

10 / 3 

- 35 /l2 

5 /s J 


0 2 7e 4 / 3 

, 0 0 86 /29 

- 35 /l2 
95 /58 , 


dont la solution est 




r 123 /S6 1 


r 1.430232557 1 


= 

- 65 / 8 6 


-0.7558139503 



l 95 / 172 1 


, 0.5523255766 , 



Exercice 4.17 Fonctions implicites, extrema libres 


On considere l’equation x 2 + 4 y 2 + 2 y 4 + z 2 + sinz = 0. 

1. Verifier qu’elle definie une et une seule fonction z = ipix, y ) au voisinage de (0, 0, 0). 

2. Montrer que le point (0, 0) est un point stationnaire pour z- <p{x, y) et en etablir sa nature. 


Correction. Soit g(x,y,z) = x 2 +4y 2 + 2y 4 + z 2 + sinz. Elle est clairement de classe 'rg’ 00 (IR 3 ) et on a 

d x g{x,y,z) - 2x, dyg{x, y, z) — 8y + 8y 3 , S z g(x, y, z) = 2z + cos z, 

d*g(0,0,0) = 0, dyg(0,0,0) = 0, d z g(0,0,0) = l. 


Comme d z g(0,0,0) ^ 0 on peut conclure que l’equation d x g{x,y,z) - 0 definie implicitement une et une seule fonction 
z = <p(x, y) au voisinage de (0,0) et <p(0,0) = 0. De plus 


d x <p(x,y) = 
d y cp(x,y ) = 


d x g{x, y,(p{x, y)) -2x 

d z g(x, y,(p{x, y)) 2 q>(x, y) + cos (<p(x, y)) ’ 

d x g{x,y,(p{x, y)) 
d z g(x,y,(p{x, y))’ 


done (0,0) est un point stationnaire pour z = ip{x, y). Comme 


dxxVix.y) = 


d xy (p{x,y)= 2x 


d yy (p[x,y ) = 


- 2 | cp{x, y) (2 - sin(tp(x, y))) 

2 (p[x, y) + cos {tp{x, y)) (2 ip{x, y) + cos (cp(x, y))) 2 ’ 

2 d y (p(x, y) - sin(rp(x, y))d y (p{x, y) 


(2 <p(x, y) + cos (<p(x, y))) 2 
-8(1 + 3y 2 ) 


2<p(x, y) + cos(<p(x, y)) 


8(y+ y 3 )d y <p(x, y) (2 - sin(<p(x, y))) 
(2</?(x, y) + cos(<p(x, y))) 2 


dj;(p(0,0) = 0, 
dy<p(0,0) = 0, 


d M (p(0,0) = -2, 
<3*y<p(0,0) = 0 
d yy (p{x,y ) = -8. 


le determinant de la matrice hessienne est 16 : le point (0, 0) est un point de maximum locale pour la fonction z — <p{x,y). 


<S> Exercice 4.18 

Etudier et classer les points stationnaires des fonctions suivantes 


1. /(x,y) = x 4 + y 4 - 2(x- y) 2 , 4. /(x,y) = x 2 + xy + y 2 -2x-y, 

2. /(x,y,z) = ^ + xyz-z + y, 5. /(x,y) = x 3 y 2 (6-x-y), 

3. /(x,y) = (x- l) 2 + 2y 2 , 6. /(x,y) = e x ~V [x 2 -2y 2 ), 


7- /Uy) = | + f + y, 

8. /(x,y) = x 2 - cos(y), 


Correction. 

1. /(x, y) = x 4 + y 4 -2(x- y) 2 est definie sur IR 2 a valeur dans K; comme la restriction /(x, 0) = x 4 -2x 2 tend vers +oo pour 
x qui tend vers ±oo, il n’y a pas de maximum global sur R 2 . Comme R 2 est ouvert, un extremum relatif de / verifie la 
condition necessaire V/(x, y) = 0. Comme 

d x f(x,y) = 4(x 3 - x + y), dy/(x,y) = 4(y 3 + x- y), 
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les points critiques sont done 1 (0,0), [y/2, - y/2), [-y/2, y/2) (on note que f[x,y ) = /(-x, -y)). Pour en etudier la nature, 
calculons les derivees secondes : 

dxxf(x*y)= 12x 2 -4, d Jty /(x,y) = 4, d yy f[x,y) = 12x 2 -4; 


on en deduit que 


(xo.yo) 

<3xx/(xo,yo) 

<9xy/(Xo,yo) 

dyy/(x 0 ,yo) 

D[x 0 ,y 0 ) 


(0,0) 

-4 

4 

-4 

0 

a etudier separement, 

[y/2,—y/Tj 

20 

4 

20 

384 

est un minimum, 

i- y/2, y/2) 

20 

4 

20 

384 

est un minimum. 


Pour connaitre la nature du point (0,0) on etudie le signe de d[h, k ) = f[h, k) - /(0,0) pour h et k voisins de 0 : 

d[h, k ) = Zi 4 + fc 4 - 2 [h - fc) 2 ; 

comme d[h, 0) - [h 2 - 2) h 2 < 0 lorsque li est voisin de 0 mais d[h, h ) = 2/z 4 > 0, alors (0,0) est un point-selle. 
Remarquons qu’avec des transformations algebriques, on peut reecrire la fonction sous la forme 

/(x, y) = (x 2 - 2) 2 + (y 2 - 2) 2 + 2(x + y) 2 - 8. 

Comme /(%/ 2, -y/2) = f[—y/2, y/2) - -8, les points [y/2, -y/2) et [-y/2, y/2) sont des minima globaux. 

y2 O 

2. f{x, y, z) = j- + xyz - z+ y est definie sur R a valeur dans R ; comme la restriction /( 0, 0 ,z) — —z tend vers ±oo pour 
z qui tend vers Too, il n’y a pas d’extremum global sur R 3 . Comme R 3 est ouvert, un extremum relatif de / verifie la 
condition necessaire V fix, y, z) - 0. Comme 

d x f[x,y,z)-x + yz, d y f[x,y,z)-xz +1, f z [x,y,z) = xy- 1, 

il n’y a qu’un point critique : (1, 1, — 1). Pour connaitre sa nature on a deux possibilites : 

t> on etudie le signe de la difference dix,y, z) - fix, y, z) - /(l, 1, -1) pour x voisin de 1, y voisin de 1 et z voisins de 
- 1 : 

x 2 lx 2 3 

d (x, y, z) = — + xyz — z+y— - + 1-1-1= — + xyz — z + y - - , 

mais ce n’est pas facile d’en etudier le signe ; 

\> on etudie le signe de A fill, k, l) = /(I + h, 1 + k, -1 + /) pour h, k et l voisins de 0 (les termes de degre 1 en h, k et l 
doivent disparaitre) : 

h 2 + 1 + 2 h 3 h 2 

A fill, k, /) = ^ h (1 + h)i 1 + Aj) ( — 1 + l) — (— 1 + Z) + (1 + fc) — - = — h hkl + hi — hk+ kl. 

Il ne reste que transformer A / si on pense qu’il s’agit d’un extremum ou fournir des restrictions qui se contredisent 
si on pense que ce n’est pas un extremum. Comme les deux restrictions a deux courbes continues passant par 
l’origine A/(/i,0, h) = |/t 2 > 0 et A fih, h, 0) = ~\h 2 < 0 donnent des signes differents, on conclut que ce n’est pas 
un extremum. 

Remarquons qu’avec des transformations algebriques, on peut reecrire la fonction sous la forme 

fix, y) = (x 2 - 2) 2 + (y 2 - 2) 2 + 2(x + y) 2 - 8. 

Comme /(%/ 2,-\/2) = /(-%/ 2, y/2) — -8, les points [y/2, -y/2) et [-y/2, y/2) sont des minima globaux. 

3. fix, y) = (x- l) 2 + 2y 2 est definie sur R 2 a valeur dans R et d x fix,y) - 2x — 2, d y fix,y) - 4 y. Comme V/(x,y) = 0 ssi 
(x, y) = (1,0), et 

d xx fix, y) = 2, d xy fix, y) - 0, d yy fix, y) = 4, 
on en deduit que D[\, 0) = 8 > 0 : il s’agit d’un minimum. 

4. fix, y) = x 2 + xy + y 2 - 2x- y est definie sur R 2 a valeur dans R et d x fix,y) - 2x+ y- 2, d y fix, y) = x + 2y- 1. Comme 
V/(x,y) = 0 ssi (x,y) = (1,0), et 


dxxfix, y) = 2, d xy fix, y) = 1, 

on en deduit que D[\, 0) = 3 > 0 : il s’agit d’un minimum. 

|4x 3 — 4x + 4y= 0 Jx 3 + + 3 = 0 Jx = -y 

1 4y 3 + 4x — 4y = 0 |y 3 + x-y = 0 |(y 2 -2)y = 0 


dyyfix,/) = 2, 
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5. /(x, y) = x 3 y 2 (6 - x - y) est definie sur IR 2 a valeur dans IR et d x f[x,y) = 3x 2 y 2 (6- x- y) - x 3 y 2 , d y f(x,y ) = 2x 3 y(6- x — 
y) - x 3 y 2 . Tous les points (x, 0) et (0, y) sont des points critique ainsi que le point (3,2). Comme 

d X xf{x,y) = 6xy 2 (6-x-y)-6x 2 y 2 , d xy fix,y ) = 6x 2 y(6-x-y)-3x 2 y 2 -2x 3 y, d yy f[x,y ) = 2x 3 (6-x-y)-4x 3 y, 

on en deduit que D{ 3,2) > 0 : il s’agit d’un maximum. En revanche, l'etude de la matrice hessienne ne permet pas de 
conclure pour les points sur les axes. Pour connaitre la nature de ces points on etudie le signe de d{h, k ) = fih, k ) - 
/( 0, 0) . Done les points (0, y) sont des selles, les points (x, 0) pour x < 0 ou x > 6 sont des maxima, les points (x, 0) pour 
0 < x < 6 sont des minima, le point (6,0) est une selle. 

6. /(x,y) = e x ~ y (x 2 - 2 y 2 ) est definie sur R 2 a valeurs dans IR et d x f{x,y ) = e x ~ y ix 2 - 2 y 2 + 2x), d v /(x,y) = e x ~ y {-x 2 + 
2y 2 - 4y). Les points critiques sont (0, 0) et (-4, -2). Comme 

d X xfix,y) = e x ~ y (x 2 - 2y 2 + 4x + 2), d xy f{x,y) = e x ~ y (-x 2 + 2y 2 -2x- 4y), d yy fix,y ) = e x_;K (x 2 -2y 2 + 8y-4); 


on en deduit que 


ix 0 , 

yo) 

d X xf(xo,y 0 ) 

d xy fix 0 ,y 0 ) 

d yy f(x 0 ,y 0 ) 

Dix 0 ,y 0 ) 

(-4, 

-2) 

-6e~ 2 

8e~ 2 

-12e~ 2 

8e~ 4 maximum 

(0, 

0) 

2 

0 

-4 

-8 selle 


7. f{x, y) = 3 + | + y est definie dans R 2 \ { (x, y) | xy = 0} ouvert et d x f(x,y ) = - v2 3y , d y f{x,y ) = yf. Comme V/(x, y) = 0 
ssi (x,y) = (4,2), et 

16 1 2x 

dx X f(x,y) = d xy f{x,y) = — -, d yy f{x,y) = ^r, 

x y y 

on en deduit que D(4, 2) = | > 0 : il s’agit d’un minimum. 

8. fix, y) = x 2 - cos(y) est definie dans R 2 et d x fix,y ) = 2x, d y fix, y) = siny. Les points critiques sont les points (0, kn) 
avec keZ. Pour etudier la nature de ces points, on calcule le determinant de la matrice hessienne : 

d xx f = 2, d xy f = 0, d yy f = cos(y), 

done A(0, kn) = 2cos(A;7r) = (-l) fc : si k est impaire e’est un point-selle, si k est paire e’est un minimum. 


^/Exercice 4.19 

| Etudier et classer les points stationnaires de la fonction /(x,y) = (x 2 + y 2 )e~^ x " +y2 \ 


Correction. Comme d x fix,y ) = 2x(l - x 2 - y 2 )e _(jr2+y2) et d y fix,y) = 2y(l - x 2 - y 2 )e~ (x2+y2 \ les points critiques sont 
(0,0) et les points (x,y) qui appartiennent au cercle x 2 + y 2 = 1. Comme fix, y) > 0 pour tout (x, y) £ R 2 et fix, y) = 0 ssi 
(x, y) (0, 0) ou (x, y) est tel que x 2 + y 2 - 1 = 0, on en deduit qu’ils sont des minima (le calcul des derivees secondes porte a 
des calculs tres longues) . 

Sinon, on peut remarquer que si on pose wir ) = /(rcosd, rsind) = r 2 e~'' 2 , on obtient une fonction d’une seule variable et 
on a w'ir) — 2r(l - r 2 )e~’ qui a un minimum pour r — 0 et r = 1. 


Optimisation dans un ferme 


<-fl>Exercice 4.20 

| Quel point du cercle d’equation x 2 + y 2 < 


1 minimise la distance a la droite y = 4 - v3x ? 
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Correction. En se rappelant la formule pour la distance d’un point (x, y) d’une droite d’equation ax + by + c — 0, il s’agit 
de minimiser la fonction 

\ax+by + c\ |\/3x+y-4| 

nx ' y) ~-^wW-~~ — ^ — 

dans 3 — { (x, y) | x 2 + y 2 < 1 }. Comme \/3x + y - 4 < 0 pour tout point de 3, il s’agit alors de minimiser la fonction 


d{x, y) 


4 - y/3x- y 
2 


Les extrema se trouvent soit dans 3 soit sur 33. Comme Vd(x,y) = ( — \/3, — 1) # (0,0), il n’y a pas d’extrema dans 3. Il faut 
alors les chercher sur 33. Pour cela on exprime 33 sous forme parametrique x = cos# et y = sin# pour # e [Q\2n\. La restric- 
tion de d a cette courbe donne la fonction d’une seule variable 


h{d) = d(x(#),y(#)) = 


4- \/3cos#- sin# 

2 


Comme #'(#) = sin(#- 
en 0 et en 2 n : 


|) on a que h ' (#) = 0 ssi # = | ou # = 5. 11 faut comparer la valeur de h en ces points avec la valeur 


Az(0) = h{2n) = 


4-\/3 


(H\ 

, (7n\ 

- = 1, 

h\ — 

(6) 

l 6 ) 


On conclut que le point qui minimise la distance correspond a # = |, c’est-a-dire le point (|, ^). 

Remarquons que, une fois etablit que les extrema se trouvent sur la courbe d’equation x 2 + y 2 = 1, cela revient a calculer le 
minimum de d sous la contrainte g(x, y) = 0 avec g(x, y) = x 2 + y 2 - 1. On peut alors utiliser la methode des multiplicateurs 

de Lagrange : on introduit le lagrangien L(x, y, L) = — — -- - £[x + y — 1), on calcul son gradient 


VL = 


( 


V 


-^-2£x 
~2~2£y , 
l~x 2 -y 2 } 


comme VL(x,y,£) = (0,0,0) ssi (x,y) = (|, ^) ou (x,y) = (-|,-^), et comme d{.\, ^) < d(-|,--^), on conclut que (|, ^) 
est le minimum. 



-^Exercice 4.21 

On cherche les extrema de la fonction / : R 2 — > • R definie par /(x, y) = x 2 + 2y 2 dans le disque x 2 + y 2 < 1 . 

Etude dans 1’ouvert x 2 + y 2 < 1 : determiner le point critique de / dans x 2 + y 2 < 1 et en etablir la nature. 

Etude sur le bord x 2 + y 2 = 1 : determiner les points critiques du lagrangien ££{x, y, A) = /(x,y)-A(x 2 +y 2 -l) eten etablir 

la nature. 

Quels sont les minimum et maximum absolus de / dans le disque x 2 + y 2 < 1 ? 
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Correction. Le disque x 2 + y 2 < 1 est un ensemble ferme borne et la fonction / est continue, pour le theoreme de Weiers- 
trass il existe un maximum et un minimum absolus de / dans le disque. 


1. Etude de /( x, y) - x 2 + 2 y 2 dans le disque x 2 + y 2 <1 : 


Points critiques V /(x,y) = [l y ) et 


V/(x,y) = (°) <=> 



Nature des points critiques D(x, y) = d xx f[x,y)d yy f[x, y)- {d xy f[x, y)) 2 = 2 x4-0 2 = 8. Comme .0(0, 0) > 0, le point 
(0, 0) est un minimum local. 

2. Etude sur le bord x 2 + y 2 = 1 : 

/ 2x-2Ax \ 

Points critiques V.S?(x,y,A) = 4y-2Ay e t 


Nature des points critiques D(x,y, A) = d xx 5£ {x,y, X)d yy ££ (x,y, A) - [d xy 5£{x,y, A)) 2 = 2(1 - A) x 2(2- A) - 0 2 = 4(1 - 
A) (2 - A). Comme D( 0, 1,2) = 0(0, -1,2), 0(1,0, 1) = O(-l,0, 1) = 0, on ne peut pas etablir la nature de ces points 
critiques en utilisant le lagrangien. 

Etant donne que /( 0,0) = 0, /( 0, 1) = 2, /(0, -1) = 2, /(1,0) = 1 et /(-1,0) = 1 on conclut que (0,0) est le minimum absolu et 
(0, + 1) sont les maximums absolus de / dans le disque x 2 + y 2 < 1 . 

^/Exercice 4.22 

Etudier et classer les points stationnaires des fonctions suivantes 

1. f{x,y) = xyyjl- x 2 - y 2 , 

2. f[x,y) - x 2 + y 2 - x-y dans l’ensemble 2) = {(x,y) | |x| < 1, |y| < 1}. 


r 01 2x-2Ax=0, 

V^f(x, y, A) = 0 < 4y- 2Ay = 0, (x,y,A) £ {(0,1, 2), (0,-1, 2), (1,0,1), (-1,0,1)} 

V x 2 + y 2 — 1 


Correction. 


1. f[x, y) = xy\J 1 - x 2 - y 2 est definie sur le disque 2) — { (x, y) e R 2 | x 2 + y 2 < 1 } a valeur dans R ; les extrema peuvent 
etre soit dans 2> soit sur le bord d2> - { (x, y) e R 2 | x 2 + y 2 = 1 }. 

Cherchons d’abord les points critiques dans 2> : 


' y(l-2x 2 -y 2 )' 





Etudions maintenant separement chacun de ces points en calculant au prealable le determinant de la matrice hes- 
sienne de la fonction / en un point quelconque : 




1 - 3x 2 + 3x 2 y 2 - 3y 2 + 2x 4 + 2y 4 


D(x,y) = d xx f (x, y)d yy f (x, y) - {d xy f{x,y)) 2 . 
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On a alors 


Uo.yo) 

d X xf(xo<yo ) 

d X yf(x 0 ,y 0 ) 

dyyf(Xo,y 0 ) 

O(x 0 ,y 0 ) 


(0,0) 

0 

1 

0 

-1 

SELLE 

(J_ J_) 

v/3 j 

4 

2_ 

4 

4 

MAX 

v/3 

V3 

>/3 


(-J- -L) 

4 

2_ 

4 

4 

MIN 

\/3 

V3 

^3 


(J L) 

K s/3’ V3 1 

4 

2_ 

4 

4 

MIN 


\/3 

\/3 


(-J L) 

1 V3 Vs 

£ 

2_ 


4 

MAX 

^3 

^3 

Vs 



La fonction n’est pas derivable sur d3> mais on peut etudier la nature de ces points en observant que / est nulle sur les 
axes, positive dans le premier et le troisieme quadrant, negative dans le deuxieme et quatrieme quadrant done (1,0), 
(0, 1), (-1,0) et (0,-1) sont des points de SELLE, les points (x, Vl — x 2 ) avec x > 0 et les points [x, — VT— x 2 ) avec x < 0 
sont des MIN, les points (x, Vl — x 2 ) avec x < 0 et les points (x, - Vl - x 2 ) avec x > 0 sont des MAX. 

2. L’ ensemble 6 J1 un ferme borne et la fonction / est continue, pour le theoreme de Weierstrass il existe un maximum et 
un minimum de / dans Q). On suit la «recette» pour le calcul de ces valeurs : 

[> on cherche dans 2? : les points critiques de / doivent annuler le gradient de /; on a V/(x, y) = (2x- l,2y- 1) = (0,0) 
ssi (x, y) = (1/2, 1/2) et /(1/2, 1/2) = -1/2; 

[> on cherche sur dS > : on doit considerer quatre segments 

> Si = { (x,y) | x- 1, |y| < 1 } : h\{y) = f\$ 1 = y 2 - y pour y £ [-1; 1], h' x {y) - 2y- 1 = 0 ssi y = 1/2 et h\{H2) = -1/4; 

de plus, /ti(-l) = 2 et /ti(l) = 0 ; done le MAXde /tj vaut 2 et le MIN vaut -1/4; 

> S2 = { (x,y) | x = -1, |y| < 1} : /t2(y) = /Isj = 2+y 2 -y poury £ [-1; 1], h' 2 {y) = 2y-l = Ossiy = 1/2 et /Z2U/2) = 7/4; 
de plus, /i2 (— 1) = 4 et /Z2 ( 1 ) = 2 ; done le MAXde h ,2 vaut 4 et le MIN vaut 7/4 ; 

> S3 = { (x, y) | y = 1, |x| < 1 } : h^x) — f\s 3 = x 2 - x pour x £ [-1; 1], h' 3 [x) = 2x- 1 = 0 ssi x = 1/2 et /t3(l/2) = -1/4; 

de plus, (— 1) = 2 et /i3 ( 1 ) = 0 ; done le MAXde hj, vaut 2 et le MIN vaut -1/4; 

> S 4 = { (x,y) | y = -1, \x\ < 1} : /z 4 (y) = f\$ 4 = 2+x 2 -xpourx £ [-1; 1], h' 4 {y ) = 2x-l = 0ssix= 1/2 et h 2 {H2) - 7/4 ; 
de plus, /z 4 (— 1) = 4 et /t 4 (l) = 2 ; done le MAXde /t 4 vaut 4 et le MIN vaut 7/4. 

En resume, les candidats sont : 


(x 0 ,y 0 ) (1/2, 1/2) (1,-1) (-1,1) (1,1/2) (1/2,1) (-1,1/2) (1/2, -1) (-1,-1) 

/(jc 0 ,y 0 ) -1/2 2 2 -1/4 -1/4 7/4 7/4 4 


On conclut que le MAXabsolu est 4 obtenu en (-1,-1) et le MIN absolu est -1/2 obtenu en (1/2, 1/2). 



Max pour h 2 et lz 4 


Min pour 
Max pour h 2 


Min pour h 4 

Max pour hi 


Min pour 


pour hi 
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Optimisation sous contraintes 


<<&>Exercice 4.23 

Utiliser la methode des multiplicateurs de Lagrange pour calculer le maximum et le minimum de la fonction / sous la 
(les) contrainte(s) indiquee(s) : 

1. fix, y) - x 2 + y 2 sous la contrainte xy = 1 

2. f(x, y) -3x + y sous la contrainte x 2 + y 2 - 10 

3. /(x,y) — y 2 - x 2 sous la contrainte |x 2 + y 2 — 1 

4. /(x,y ) = e xy sous la contrainte x 3 + y 3 = 16 

5. f{x, y,z) -2x + 2y + z sous la contrainte x 2 + y 2 + z 2 - 9 

6. f{x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 sous la contrainte x+ y+ z= 12 

7. fix, y, z, t) - x + y + z + t sous la contrainte x 2 + y 2 + z 2 + t 2 - 1 

8. f{x i , X 2 , . . . , x n ) — x\ + X 2 H 1- x„ sous la contrainte x 2 + x| h 1 - x 2 = c 

9. fix, y, z) = x + 2y sous les contraintes x + y + z= lety 2 + z 2 = 4 

10. fix,y,z) = 3x- y- 3z sous les contraintes x + y-z = 0etx 2 + 2z 2 = 1 

Correction. 

1 . Formons le lagrangien 

L(x, y, A) = x 2 + y 2 - A(xy - 1) 

oil A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) tels que 



r 2x- Ay' 



VL = 0 <=> 

2y- Ax 

- 

° 


, 1 ~xy , 


w 


(x,y, A) £{(1,1,2), (-1,-1, 2)} 


Done (1, 1) et (-1,-1) sont des points critiques de la fonction / sous la contrainte xy = 1. Observons que ces points 
ont ete obtenus par une condition necessaire et comme A(l,l,2) = A(— 1, — 1, 2) = 0, rien dans le theoreme ne permet 
de savoir s’il s’agit de maxima, minima ou ni l'un ni l’autre. En observant les courbes de niveau ci-dessous on conclut 
qu’il s’agit de minima. 



2. Formons le lagrangien 

L(x, y, A) = 3x + y - A(x 2 + y 2 - 10) 

oil A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) tels que 



r 3 - 2Ax 1 



VL = 0 

1 - 2Ay 

= 

° 


[j0 - x 2 - y 2 J 


w 


(x, y, A) e { (3, 1, 1 12), (-3, - 1, - 1 12 ) } 


Done (3, 1) et (-3,-1) sont des points critiques dela fonction / sous la contrainte x 2 +y 2 = 10. Comme A(3, 1, 1/2) = 1 > 0 
et d xx Li 3, 1, 1/2) = -1 < 0, le point (3, 1) est un maximum ; puisque A(— 3, — 1, — 1/2) = 1 > 0 etd XJC L(-3,-l,-l/2) = 1 > 0, 
le point (-3, - 1) est un minimum. 
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3. Formons le lagrangien 

L(x, y, A) = y 2 - x 2 - A |-x 2 + y 2 - lj 

ou A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) tels que 



r -2x- Ax/2 1 


(Of 

VL = 0 

2y-2Ay 

~ 

0 


1 _ I r 2 _ v 2 
4 x y ) 


loj 


(x, y, A) e { (0, 1, 1), (0, - 1, 1), (2, 0, -4), (-2, 0, -4) } 


Done (0,1), (0,-1), (2,0) et (-2,0) sont des points critiques de la fonction / sous la contrainte \x 2 + y 2 = 1. Observons 
que ces points ont ete obtenus par une condition necessaire et comme A (x, y, A) = - (4 + A) (1 - A) , alors A (0, 1 , 1) = 
A(0,-1, 1) = A(2,0,-4) = A(-2,0,-4) = 0, rien dans le theoreme ne permet de connaitre leur nature. En observant les 
courbes de niveau ci-dessous on conclut que les points (0, 1) et (0, - 1) sont des maxima et les points (2, 0) et (-2, 0) sont 
des minima. 



4. Formons le lagrangien 

L(x, y, A) = e xy - A (x 3 + y 3 - 16) 

ou A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) tels que 



f ye xy - 3 Ax 21 


(Of 

VL = 0 <=> 

xe xy - 3Ay 2 

= 

0 


k 16-x 3 -y 3 , 


[oj 


(x, y, A) = (2,2, e 4 / 6) 
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Done (2,2) est un point critique de la fonction / sous la contrainte x 3 + y 3 = 16. Observons que ces points ont ete ob- 
tenus par une condition necessaire et comme A(2,2,e 4 /6) < 0, on ne peut pas conclure sur la nature du point critique. 
Cependant, on analysant les courbes de niveau, on voit qu’il s’agit d’un maximum. 



5. Formons le lagrangien 

L(x, y,z,X) -2x + 2y + z - X [x 2 + y 2 + z 2 - 9) 

ou X (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les points (x, y, z, X) tels que 


f 2 - 2Ax 


(O' 

2-2Ay 


0 

1 - 2Az 


0 

,16- x 2 - y 2 - z 2 , 


loj 


(x, y, z, X) E { (2, 2, 1, 1/2), (-2, -2, - 1, - 1/2) } 


Done (2,2, 1) et (-2, -2,-1) sont des points critiques de la fonction / sous la contrainte x 2 + y 2 + z 2 - 9. Observons que 
ces points ont ete obtenus par une condition necessaire et on ne peut pas conclure sur leur nature. Cependant, comme 
/( 2, 2, 1) = 9 et /(- 2, -2, - 1) = -9, le premier est un maximum tandis que le dernier un minimum. 

6. Formons le lagrangien 

L(x, y, z, X) - x 2 + y 2 + z 2 - X[x + y + z - 12) 

oil X (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les points (x, y, z, A) tels que 


2x- A ' 


r°A 

2y- A 


0 

2z- A 


0 

N 

1 

>, 

1 

* 

1 

CM 

I— 1 


loj 


(x, y, z,A) = (4, 4, 4, 2). 


Done (4,4,4) est un point critique de la fonction / sous la contrainte x+ y + z — 12. Observons que ce point a ete 
obtenu par une condition necessaire et on ne peut pas conclure sur sa nature. Pour cela, on peut expliciter une variable 
de la contrainte et etudier l’optimisation libre de la fonction de deux variables ainsi obtenue. Par exemple, on pose 
z = 12 - x- y et on obtient la fonction h{x,y ) = f(x,y,z- 12-x-y) = x 2 +y 2 + (12-x-y) 2 = 2(x 2 +y 2 +xy-12x-12y+72). 
On a 


Vh = 0 


(4x + 2y-24) _ (0) 
^4y + 2x- 24J “ [oJ 


(x,y) = (4,4). 


De plus, 


H»tey> = (? 2) 


V (x, y) e KS 2 


done A(4,4) > 0 et d xx h{ 4,4) = 2 > 0 : le point (4,4) est un minimum pour h done le point (4,4, 12 - 4 - 4 = 4) est un 
minimum de / sous la contrainte x + y + z- 12. 

7. Formons le lagrangien 

L(x, y, z, X) = x + y + z + t - X [x 2 + y 2 + z 2 + r 2 - l) 

oil A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les points (x, y, z, t , A) tels que 


1 - 2Ax 1 



1 - 2Ay 


0 

1 - 2Az 

= 

0 

1-2A t 


0 

V 1 - x 2 - y 2 - z 2 - t 2 J 


loj 


(x, y, z, t, A) E { (1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1), (-1/2, -1/2, -1/2, -1/2, -1)}. 
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Done (1/2, 1/2, 1/2, 1/2) et (-1/2, -1/2, -1/2, -1/2) sont des points critiques de lafonction / sous la contrainte x 2 + y 2 + 
z 2 + t 2 = 1. Observons que ces points ont ete obtenus par une condition necessaire et on ne peut pas conclure sur leur 
nature. 

8. Formons le lagrangien 

n n 

L{x i,X 2 ,...,x n ,A) = A(^x?-c) 

i=l i= 1 

ou A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient 
de L soit nul, autrement dit on cherche les points (X] , x 2 , x„, A) tels que 


r l - 2Axj 1 


r°A 

l - 2 Ax 2 


0 

l - 2Ax„ 


0 

lc-(I" = iX 2 )J 




(xi,X 2 ,...,x n ,A) £ {{cl n,cln,...,cln,l),(-cl n,-cl n,...,-cln,-l)} . 


Done (c/ n, cln,...,cln ) et {-cl n,-cl n , ... , - cln ) sont des points critiques de la fonction / sous la contrainte X” =1 x 2 = 
c. Observons que ces points ont ete obtenus par une condition necessaire et on ne peut pas conclure sur leur nature. 

9. Formons le lagrangien 

L{ x, y,z,A,p)-x+2y-A[x+y + z-l)-p [y 2 + z 2 - 4) 

oil A et p (multiplicateurs de Lagrange) sont des inconnues. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le 
gradient de L soit nul, autrement dit on cherche les points (x, y, z, A, p) tels que 


r l - A 1 


/m 

2- A- 2 py 


0 

-A -2 pz 

= 

0 

N 

I 

I 

1 


0 

4 - y 2 - z 2 J 




(x,y,z,A,p) e |(1,v / 2,-n/2,L1/v / 8),(1,-v / 2, s/2, 1, — I/n/8) j . 


Done (l, s/2, -\/2) et (l, -s/2, s/2) sont des points critiques de la fonction / sous les contraintes x+y+z = l et y 2 + z 2 = 4. 
Observons que ces points ont ete obtenus par une condition necessaire et on ne peut pas conclure sur leur nature. 

10. Formons le lagrangien 

L(x, y, z, A, p) — 3x - y - 3z - A (x + y - z) - p [x 2 + 2z 2 - l) 

oil A et p (multiplicateurs de Lagrange) sont des inconnues. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le 
gradient de L soit nul, autrement dit on cherche les points (x, y, z, A, p) tels que 


r 3 - A - 2 px 1 


'O' 

-l - A 


0 

-3 + A-2 pz 

= 

0 

-x- y+ z 


0 

, l - x 2 - 2z 2 j 


loj 


(x,y,z, A,p) £ 


/ l 2 l 2 W l 2 l 

1 \/3’v/3’v/3’ ’ n/ 3 J ’ l -s/3’ v^’ 



Done (— l / \/3, 2/ \/3, 1 / \/3) et {1/ V3, -2 1 s/3, - II s/3) sont des points critiques de la fonction / sous les contraintes x+y = 
zetx 2 + 2z z -1. Observons que ces points ont ete obtenus par une condition necessaire et on ne peut pas conclure sur 
leur nature. 


>Exercice 4.24 


Etudier et classer les points stationnaires des fonctions suivantes 

1. /(x, y) = xy dans R 2 sous la contrainte x 2 + y 2 - l, 

2. /(x, y) = x 2 + y 2 + 2 dans R 2 sous la contrainte x 2 - 2xy + y 2 = 0, 

3. /(x,y) = (x - y)ln(4 + x - y) sous la contrainte x 2 + y 2 = l. 
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Correction. 


1. On a Vg(x,y) = (2x,2y) r = (0,0) si et seulement si (x,y) = (0,0) mais (0,0) ne verifie pas la contrainte done on peut 
appliquer la methode des multiplicateurs de Lagrange. On introduit le lagrangien L(x, y, A) - xy - A(x 2 + y 2 - 1) et on 
cherche ses points critiques : 



' y-2Ax 1 


fob 

VL(x,y, A) = 

x- 2Ay 

= 

0 


1 V 2 V 2 

(l-x -y J 


loj 


(x, y, A) e 


1 1 1 
\ f 2 \[2 2 


1 

’7r 


1 1 


1 

71 ’ 


1 

’ 71 ’ 


i i i 

y /2 \[2 2 


Soit 


A(x, y, A) = d xx L[x, y, A)d yy L(x, y, A) - {d xx L{x, y, A )) 2 = 4A 2 - 1. 


Alors 

> A (71 , 7f, l) > 0 donc le P oint = (t!’ 71) est un maximum et / ( ti - = 7 

^ A (~ 71 ’ ~ 71 ’ l) > 0 donc le p° int ^ ^ est un maximum et / (- j= 2 , ~ = \ ; 

donC le p0int (x ’ l 0 = ( 71 ’ “ 71 ) est un minimum et / ( ^ = - \ ; 

^ A (~ 71 ’ 71 ■ - 1) < 0 donc le p° int (*. = (- est un minimum et / (- 7i’ i) = - 7 

2. On cherche les possibles extrema par la methode des multiplicateurs de Lagrange. Si on note g(x, y) = x 2 - 2xy + y 2 
la contrainte, on a d x g(x, y) = 2 x- 2 y et d y g[x,y) = - 2 x + 2 y donc le point ( 0 , 0 ) est une singularite de la contrainte. 
Cherchons maintenant les points stationnaires du lagrangien : 


L(x, y, A) = x 2 + y 2 + 2 - A(x 2 - 2xy + y 2 ). 


On a 

L x (x,y, A) = 2x- A(2x- 2y), L y (x,y, A) = 2y- A(-2x + 2y), L^(x, y, A) = -(x 2 - 2xy + y 2 ), 

donc le gradient de L s’annule seulement en (0,0) et /( 0,0) = 2. Comme /(x, y) > 2 en tout point, il s’agit d’un mini- 
mum. En revanche il n’y a pas de maximum (ceci ne contredit pas le theoreme de Weierstrass car la contrainte g(x, y) = 
(x- y ) 2 = 0, i.e. la droite y-x n’est pas un ensemble borne). En effet, /(x, y)lgp:,y)=o = fix, x) = 2x 2 + 2 * + 00 . 

3. f{x,y)-(x- y) In (4 + x - y) dans IR 2 sous la contrainte x 2 + y 2 = 1, 

Remarquons tout d’abord que la fonction n’est definie que si y < x + 4, ce qui est toujours verifie si on realise la 
contrainte. Comme la contrainte g(x, y) = x 2 + y 2 - 1 a gradient Vg(x, y) = (2x, 2y) qui ne s’annule pas lorsque g(x, y) = 
0, on peut utiliserla methode des multiplicateurs de Lagrange : on definile lagrangien L{x, y, f:) = (x-y)ln(4+x-y) - 
f.(\ - x 2 - y 2 ) et on cherche les points stationnaires pour L, comme 


VL(x,y,() 


-ln(4 + x- y) - 


9 9 

x* + y* ■ 


2£x ' 
-2 £y 


et VL{x,yJ) = (0,0,0) ssi (x,y) = ( 1 / x/2, — 1 / -s/2) ou (x,y) = (- 1 / \/2, 1 / y/Z) . Comme /(l/ 72, -1/72) = 2/721n(4 + 
2/72) et /(- 1/72, 1/72) = -2/721n(4 - 2/72), on conclut que (x, y) = (1/72, -1/72) est un maximum lie et (x,y) = 
(- 1 / 72, 1 / 72) un minimum lie. 


7>Exercice 4.25 


Une firme produit des appareils dans deux usines differentes. Les couts totaux de production pour les deux usines sont 
respectivement : 


C i (q) — 200 + 6 cj + 0.03q 2 , C 2 (q) — 150 + 10 cj + 0.02 q 2 , 

oil q represente le nombre d’appareils produits dans l’usine. La firme s’est engagee a livrer 100 appareils a une entreprise. 
Les frais de transport par appareil sont de 4 euros pour les livraisons a partir de la premiere usine et de 2 euros pour les 
livraisons a partir de la seconde usine. Les frais de transport sont supportes par la firme productive. Calculer le nombre 
d’appareils que doit produire la firme dans chaque usine afin de minimiser le cout total de production compris le cout 
de transport. 
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Correction. Deux methodes possibles : 

Methode de Lagrange : soit qi le nombre d’appareils produits dans l’usine i. 

I> Contrainte : 

qi + q 2 = 100 

l> Cout totale : 

C{q\, q 2 ) — Ci(qi) + 4q\ + C 2 iq 2 ) + 2r/2 — 0.03^ 2 + 0.02q 2 + 1 0 ry 1 + 12^2 + 350. 

[> Lagrangien : 

L{cj\ t cj 2 > ^) — C(q\, ^ 2 ) — ^ (100 — q\ — CJ 2 ) — 0.03q 2 + 0.02 q^ + 10 q\ + 12^2 + 350 — ^(100 — q\~ q 2 ) . 


1 > Gradient du lagrangien : 


1 > Points critiques du lagrangien : 


VL{qi,q 2 ,V) 


r 0.06r7i + 10 + n 

0.04^2 + 12 + 1 7 

, q\ + q 2 ~ 100 ) 


VL(r/i, q 2 ,#) — (0,0,0) {q lt q 2 ,i) = (60,40, 13.6). 

[> Nature du point critique : 

5^^1(60,40, 13.6) = 0.06 > 0, 5^^1(60,40, 13.6) = 0.04 > 0, 5^^1(60,40, 13.6) = 0, 

et (d qi q 1 Ldq 2 q 2 L- 5^ ^L 2 ) (60, 40, 13.6) = 0.0024 > 0 : il s’agit d’un minimum. 

Methode de reduction : soit q\ le nombre d’appareils produits dans l’usine i. 

I> Contrainte : 

^1 + ^ 2-100 ==> q2 — 100 - qi . 

X> Cout total : 


C(< 7 i) = C(< 7 i, < 72 (<7i)) = Ci (< 7 i) + 4<7 i + C 2 iq 2 (qi)) + 2q2iqi) - 0.03 qf + 0.02(r72(r/i)) 2 + 10qi + 12^2 (<7i) + 350 - 

0.03^i + 0.02(100 - qi) 2 + \0q 1 + 12(100 - q Y ) + 350 = 

0.03 q\ + 0.02(10000 - 400^i + q\) + lOtft + 1200 -12^ + 350 = 0.05 q\ - 6r/i + 1050. 


\> Derivee du cout total : 


e'(< 7 i)= 0 . 1 < 7 1 -6 


\> Points critiques du cout total : 

C' lq\) = 0 <:=> q\ — 60. 

[> Nature du point critique : 

C"(180)=0.1>0, 

done il s’agit d’un minimum. 

Par consequent, quand la firme livre 60 appareils de sa premiere usine et 100- q\ = 40 appareils de sa deuxieme, le cout total 
est minimal sous la contrainte d’une livraison de 100 appareils. 


^.Exercice 4.26 

Une entreprise fabrique deux modeles de velos de montagne : le modele X est plus abordable et se vend 500€ l’unite, 
tandis que le modele Y se vend 1000€ l’unite. Les couts totaux de fabrication (en €) sont exprimes par la fonction 
c(x, y) = 5x 2 + 5y 2 - |xy + 10000 oil x est le nombre de velos du modele X et y est le nombre de velos du modele Y, 
produits mensuellement. On suppose que chaque velo produit peut etre vendu sur le marche. 

1. Ecrire (x, y) >-<• p la fonction des profits totaux mensuels. 

2. La capacite de production de l’entreprise est de 150 velos par mois. En supposant que l’entreprise desire utiliser 
a pleine capacite son usine, trouver la repartition de la production mensuelle permettant de maximiser les profits 
(on utilisera la methode que Ton prefere). Prouvez qu’il s’agit bien d’un maximum absolu et donnez la valeur du 
profit mensuel. 

3. Le patron de l’entreprise s’interroge sur la pertinence de vouloir produire a pleine capacite. Il se demande si la 
solution qu’il obtiendrait sans cette contrainte serait plus interessante. Aidez-le a repondre a cette question en 
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trouvant la solution qui maximise les profits sans cette contrainte. Prouvez qu’il s’agit bien d’un maximum absolu 
et donnez la valeur du profit mensuel. La solution obtenue est-elle realisable pour l’entreprise ? 


Correction. 

1. La fonction des profits totaux mensuels est p{x,y) = 500x + lOOOy- c(x, y ) = 500x + lOOOy- 5x 2 - 5y 2 + |xy- 10000. 

2. On veut produire de 150 velos par mois ce qui donne la contrainte x + y- 150. II s’agit alors de resoudre le probleme 


maximiser p(x,y ) sous la contrainte x + y - 150. 


Pour cela, on peut utiliser l’une de deux methodes suivantes : 

Methode 1 On maximise p{x) = p(x, 150-x) = -5x 2 - 5(150- x) 2 + 500x+ 1000(150- x) + |x(150- x)- 10000 = - yx 2 + 
1375x + 47500. 


Points critiques p'(x) — -25x+ 1375, p'(x) — 0 si et seulement si x = 55. 

Classification p"{x) - -25, p"{ 55) < 0. 

Conclusion x = 55 est un maximum de p done (x, y) = (55,95) est un maximum de p sous la contrainte x+y = 155 
avec p(55, 95) =65312, 50€ 

Methode 2 On maximise le lagrangien L(x, y, A) = p{x,y) - A(x + y- 150) = 500x+ lOOOy - c(x,y) = 500x+ lOOOy - 
5x 2 - 5y 2 + |xy - 10000 - A(x + y - 150). 


Points critiques VL(x,y,A) = 


' 500- 10x+ |y-A 1 
1000-10y+|x-A 


ro 1 

II 

> 

0 

k 150-x-y , 


l«J 


si et seulement si (x, y, A) = (55, 95, ^p) . 


Classification Soit D(x, y, A) = d xx L(x,y, X)d yy L{x, y, X)-(d xy L{x, y, A)) 2 = (-10)x (-10)-(5/2) 2 . OnaD(55,95, =42) > 
0, d xx L{ 55,95, 5|5) < 0 et d yy L{ 55,95, < 0. 

Conclusion (x,y) = (55,95) est un maximum de p sous la contrainte x + y- 155 avec p(55,95) = 65312, 50€ 

3. On maximise le profit p(x, y) sans contraintes. 


Points critiques Vp(x,y) = 


500- 10x+ | y 
1000 - lOy + |x 


, Vp(x,y) = si et seulement si (x, y) = (80, 120). 


Classification D(x, y) = d xx p(x, y)d yy p(x, y) - (d xy p(x, y)) 2 = (-10) x (-10)- (5/2) 2 , D(80, 120) > 0 et d xx p(80, 120) < 0. 
Conclusion (x, y) = (80, 120) est un maximum de p avec p(80, 120) = 70000€ 

La solution obtenue n’est pas realisable pour l’entreprise car elle depasse la capacite de 150 velos. 


^ Exercice 4.27 

Au ministere de l’agriculture, on a etabli que le profit annuel (en €) pour les fermes cultivant des germes de soja et des 
pistaches est exprime par la fonction 

p (x, y) = 600x + 800y - x 2 - 2y 2 - 2xy 

oil x represente le nombre d’acres plantes en germes de soja et y le nombre d’acres plante en pistaches. 

1. Un fermier possede une terre de 500 acres. En supposant qu’il desire utiliser a pleine capacite ses terres, trouver la 
repartition de la production permettant de maximiser son profit. Prouver qu’il s’agit bien d’un maximum absolu. 

2. Le fermier s’interroge sur la pertinence de vouloir cultiver a pleine capacite ses terres. II se demande si la solution 
qu’il obtiendrait sans cette contrainte serait plus interessante. Aidez-le a repondre a cette question en trouvant la 
solution qui maximise le profit sans cette contrainte. Prouvez qu’il s’agit bien d’un maximum absolu. La solution 
obtenue est-elle realisable ? 

3. En exploitant les resultats obtenus aux point precedent, suggeriez-vous au fermier de diminuer la surface totale 
consacree a ces deux cultures ou d’utiliser a pleine capacite ses terres ? 


Correction. 

1 . On veut cultiver 500 acres ce qui donne la contrainte x + y- 500. II s’agit alors de resoudre le probleme 

maximiser p(x,y) sous la contrainte x+y - 500. 

Pour cela, on peut utiliser l’une des deux methodes suivantes : 

Methode 1 On maximise p(x) = p(x,500-x) = 600x+800(500-x)-x 2 -2(500-x) 2 -2x(500-x) = 800x- 100000-x 2 . 
Points critiques p'{x) - 800- 2x, p'{x) — 0 si et seulement si x = 400. 
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Classification p"(x) = -2, p" (400) < 0. 

Conclusion x = 400 est un maximum de p done (x, y) = (400,100) est un maximum de p sous la contrainte 
x + y — 500. 

Methode 2 On maximise lelagrangieni(x, y, A) = p(x, y)-A(x+y-500) = 600x+800y-x 2 -2y 2 -2xy-A(x+y-500). 


si et seulement si (x,y,A) = (400, 100,-400). 


Classification Soit D(x,y, A) = d xx L(x,y, X)d yy L(x, y, X)-(d xy L(x, y, A)) 2 = (-10)x (— 10) — (5/2) 2 . OnaD(400, 100,-400) > 
0, 5**1(400, 100, -400) < 0 et 5 yy L(400, 100, -400) < 0. 

Conclusion (x,y) = (400, 100) est un maximum de p sous la contrainte x + y- 500 avec p(400, 100) = 60000€ 



r 600-2x-2y- A' 


f 0 ' 

Points critiques VL(x,y, A) = 

800-4y-2x- A 

, VL(x, y,A) = 

0 


tn 

o 

0 

1 

* 

1 




2. On maximise le profit p(x, y) sans contraintes. 

Points critiques Vp(x, y) = ^ 2x)’ ~ (oj et seu l emen t si (JG y) = (200, 100). 

Classification D(x, y) = 5**p(x,y)5 yy p(x, y) - ( 5* y p(x,y )) 2 = (-2) x (-4) - (-2) 2 , D(200, 100) > 0 et 5**p( 200, 100) < 0. 

Conclusion (x, y) = (200, 100) est un maximum de p. La solution obtenue est realisable pour le fermier car elle ne 
depasse pas les 500 acres. 

3. Comme p(400, 100) = 60000€ < p(200, 100) = 100000€, il est plus rentable pour le fermier de diminuerla surface totale 
consacree a ces deux cultures plutot que d’utiliser a pleine capacite ses terres. 


^vExercice 4.28 

| Trouver le rectangle de surface 5 maximale parmi ceux qui ont perimetre p> 0 fixe. 


Correction. Appelons x > 0 et y > 0 respectivement la base et la hauteur d’un rectangle quelconque. Le perimetre est la 
fonction 2x + 2y tandis que la surface est la fonction s(x, y) = xy. II s’agit de trouver le maximum s(x,y) sous la contrainte 
g(x, y) = 2x + 2y - p — 0. 

Premiere methode Soit L(x,y, A) = s(x,y) - Ag(x,y). En appliquant la condition necessaire des multiplicateurs de La- 
grange, on doit calculerles triplets (x, y,A) solutions du systeme 


VL(x, y,A) 



y = 2A, 
x = 2A, 
2x + 2y = 


P. 


=> (x, y, A) = (p/4, p/4, p/4). 


L’ unique extremum de s sous la contrainte g est le point (pi 4, p/4) et s(pl 4, pi 4) = p 2 / 16. Comme A(p/4, p/4, p/4) < 0, 
on ne peut pas etablir la nature du point critique. 

Seconde methode Dans ce cas on peut ecrire directement la restriction de 5 sur la contrainte et on obtient 


h(x) = f(x, p/2 - x) = x(p/2 — x). 

Pour maximiser cette restriction on calcul sa derivee premiere : 

h'(x) = p/2- 2x = 0 ssi x = p/4, h'(x) -> 0 ssi x < p/4, h'(x) -< 0 ssi x > p/4. 


Le point (p/4, p/4) est bien un maximum. 


^/Exercice 4.29 

| Trouver le rectangle de perimetre minimale parmi ceux qui ont surface fixee. 
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Correction. Appelons x > 0 et y > 0 respectivement la base et la hauteur d’un rectangle quelconque. Le perimetre est la 
fonction 2x + 2 y tandis que la surface est la fonction s(x, y) = xy. II s’agit de minimiser la fonction p : (R*) * 2 — ► R* definie par 
p{x,y) = 2(x + y) sous la contrainte s(x, y) = 0ous: (Rj() 2 — 1 • R* est definie par s[x, y) - xy- K avec K > 0 une constante. 

Premiere methode Soit L(x,y, A) = p[x,y) - A s(x, y). En introduisant le systeme de Lagrange, il s’agit de chercher les so- 
lutions (x, y, A) e (R*) 2 x R de 


VL(x,y, A) = 


'O' 

1 

0 


loj 



2- Ay = 0, 

12 

2- Ax = 0, =^> (x,y,A) = \Vk,VK } — 

K- xy = 0 , ' ^ 


On obtient que le seul point critique est (\ /K, \/ K ) et p[\ /r K, \/K ) = \\[K. Comme tx{\[~K, \[K, ~^=) = --^<0, onne 
peut pas etablir la nature du point critique. 

Seconde methode La contrainte se reecrit y = ^ done il s’agit de chercher les extremum de la fonction reelle de variable 
reelle h : (R* ) — R + definie par 

h{x) 

Cherchons d’abord les points critiques : 

K 

h [x) = 2-2—^ 


( K\ 

of K \ 

x, — 

— 2 X H — 

l x) 

V x ) 


et h'{x) — 0 ssi x = \f~K. Comme h"{x) — 4-^ > 0, il s’agit d’un minimum. 


yjpExercice 4.30 

| Trouver les dimensions d’une boite rectangulaire ouverte de surface 12 de volume maximale. 


Correction. Notons x, yet z les dimensions de la boite. Il s’agit de maximiser la fonction f{x, y, z) - xyz sous la contrainte 
g(x, y, z) = 2xz + 2yz + xy = 12 avec x, y, z > 0 (la face manquante a cotes x et y). 

1. En utilisant la methode des multiplicateurs de Lagrange, on cherche les solutions du systeme 2 

yz- A(2z + y), 
xz = A(2z+ x), 

< 

xy = A(2x + 2y), 

2xz + 2yz + xy - 12. 


L’ unique solution est le point (x,y, z, A) = (2,2, 1,1/2) et /( 2,2, 1) = 4. 

2. La contrainte se reecrit z(x,y) = ; il s’agit alors de maximiser la fonction h: (R*) 2 — ► R + definie par h{x,y) = 

xy ^v+jo • Cherchons d’abord les points critiques : 


V/t(x, y) 


i -y 2 (x 2 +2xy-12 ) ' 
2 (x+y) 2 

-x 2 (y 2 +2jcy-12) 

, 2(Y+y) 2 j 


et V/t(x, y) = (0,0) ssi (x, y) = (2,2). Etudions maintenant ce point en calculant le determinant de la matrice hessienne 
de la fonction h : 


h xx (x,y) = 


h xy (x,y) = 

hyy (X, y) = 


— y 2 (12 + y 2 ) 

(x+y) 3 

-xy(x 2 + y 2 + 3xy - 12) 
(x + y) 3 
-x 2 (12 + x 2 ) 

(x + y) 3 


h xx { 2,2) = -l<0, 
h xy { 2,2) = -\, 

hyy{ 2,2) = -1, 


xyz = A (2 xz + xy), 
x yz = X (2 yz + xy) , 

2. => 2xz + xy = 2yz + xy= 2xz + 2yz x-y-2z 

xyz — A(2xz + 2yz), 

2 xz + 2 yz + xy = 12. 
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D( 2,2) = h xx (2,2)h yy (2,2) - (h xy ( 2,2)) 2 = 


3 

4 


> 0 . 


On a done que (2, 2) est bien un maximum. 


^/Exercice 4.31 

| Trouver le parallelepipede (Le. une bolt efermee) de volume 8 dont la surface est minimale. 


Correction. 

1. On doit minimiser la fonction /: (R+) 3 — * R~ definie par fix, y, z) - 2(xy + xz + yz) sous la contrainte g(x,y,z) - 0 oil 
g: (Rj) 3 —i • R7 est definie par g(x,y,z ) = xyz - 8. En introduisant le systeme de Lagrange, il s’agit de chercher les 
solutions (x,y,z, A) e (R+) 3 x R de 


' 2y + 2z - Xyz = 0, (4.1a) 

2x + 2z-Axz = 0, (4.1b) 

< 

2x + 2y-Axy = 0, (4.1c) 

. xyz - 8 = 0. (4. Id) 


On obtient 3 que le seul point critique est (2,2,2). 

2. La contrainte se reecrit z = ; done il s’agit de chercher les extrema de la fonction de deux variables h : (R*) 2 — « • R + 

definie par 

Hx,y) = /(x,y, — ) = 2[xy+ - + - ]. 

V xy) V y x ) 


Cherchons d’abord les points critiques : 


V/z(x,y) 



et V h[x, y) = (0, 0) ssi (x, y) = (2, 2) . Etudions maintenant ce point en calculant le determinant de la matrice hessienne 
de la fonction h : 


h xx ix, y) 


32 


h xy [x,y) = 2 
32 

hyyix,y)=j i 

0 ( 2 , 2 ) = h xx {2,2)hyy ( 2 , 2 ) - [h xy { 2 , 2)) 2 = 12 > 0 . 


On a done que (2, 2) est bien un minimum. 


(2, 2) =4 >0, 
h xy {2,2) - 2 , 
hyyi 2, 2) = 4, 


xpExercice 4.32 

Soit le solide constitue d’un cylindre de rayon r > 0 et 
hauteur h > 0 limite par deux demi-sphere de rayon r > 0 
comme dans la figure ci-dessous. Maximiser le volume du 
solide pour une surface fixee egale a 16?t. 

Rappel : un cylindre de rayon de base R et de hauteur H a 
volumenR 2 H et surface totale 2 (jt R 2 ) + 2jt R II , unesphere 
de rayon R a volume ^tiR 3 et surface An R 2 . 



3. Avec les trois soustractions (4. lb) -(4. la), (4.1c)-(4.1a) et (4.1c)-(4.1b) on obtient x = y = z, on insere ce resultat dans (4. Id) et on trouve la solution. 
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Correction. La surface du solide est la somme de la surface laterale du cylindre 2nrh et de la surface des deux demi- 
spheres 4nr 2 : 

S(r, h) = n{4r 2 + 2 hr). 

Le volume du solide est la somme du volume du cylindre nr 2 h et du volume des deuxdemi-spheres | n r 3 : 

V{r,h) = n^lir 2 + ^r 3 


1. Methode des multiplicateurs de Lagrange : on introduit la fonction lagrangienne 

!£ (r, h,p) - V{r, h) - p{ \&n - S[r, h)) = n | hr 2 + -r 3 | - fi{\Gn - n{4r 2 + 2 hr)) . 
On cherche les points critiques du lagrangien : 


n[2hr + 4 r 2 ) - p (-n(8r + 2 h)) = 0, 

( 2hr + 4r 2 + p[2h + 8r) = 0, 

( r = 2 - 

n{r 2 ) - p{-n2r) - 0, 

< r 2 + p2r - 0, 

< h = 0, 

n{4r 2 + 2 hr) — 16^, 

[4r 2 + 2hr = 16 , 

l A* — — 1 


Comme 


A (r,h } p) = {d rr ££) {d hh S£) - {d rh ££ f = -4n 2 {r + p) 2 , A (2, 0, - 1) < 0, 


on ne peut pas etablir la nature du point critique 
2. Methode de reduction : on elimine h de la contrainte : 

;r(4r 2 + 2 hr) = 16 n 


h- — 2 r. 
r 


II s’agit alors de maximiser la fonction 

g(r) = V{r,h(r)) = n | hr 2 + ^ r 3 | = (l2r - r 3 ) 


On a 


g'(r) = (12 -3r 2 ) = 0 


r = 2 


et g"(r) = 1 7i (-6 r) < 0, done r = 2 est un maximum et h{2) - 0. 

Le solide qui maximise le volume pour une surface donnee est done une sphere ! 


'ft/Exercice 4.33 

Soit le solide constitue d’un cylindre de rayon r > 0 et 
hauteur h > 0 limite par deux demi-sphere de rayon r > 0 
comme dans la figure ci-contre. Minimiser la surface du 
solide pour un volume fixe egale a ^-n. 

Rappel : un cylindre de rayon de base R et de hauteur H a 
volumenR 2 H et surface totale2{n R 2 ) + 2n RH , unesphere 
de rayon R a volume |;r R 3 et surface 4n R 2 . 



Correction. La surface du solide est la somme de la surface laterale du cylindre 2nrh et la surface des deux demi-spheres 
47T7- 2 : 

S(r, h) - 7t(4r 2 + 2 hr). 

Le volume du solide est la somme du volume du cylindre nr 2 h et du volume des deuxdemi-spheres \nr 2 : 

V[r, h) = n |/ir 2 + ^r 3 | . 


(c) G. Faccanoni 
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1. Methode des multiplicateurs de Lagrange : on introduit la fonction lagrangienne 


if lr, h,p) — Sir, h) - /i [ — 7r - V[r,h)\=7i 


(Ar 2 + 2hr) - p\ ^ - [hr 2 + ^r 3 


On cherche les points critiques de la fonction lagrangienne : 



n [(8r + 2h) - p[~l2hr + 4r 2 ))] =0, 

2h + 8r + pl2hr + Ar 2 ) = 0, 

Vi? = 0 < 

n [ (2r) -/i(-r 2 )] = 0, < 

2 r + pr 2 = 0, < 


n[hr 2 + |r 3 ) = y7r, 

h r 2 , 4 r 3 _ 32 
ym ~r 3 i - 3 , 


On etudie la nature du point critique trouve : 

Mr,h,p) = ld rr %)ld hh ££)-ld rh %j 2 = -A7i 2 H + pr) 2 => A(2,0,-l)<0, 


on ne peut pas conclure. 

2. Methode de reduction : on elimine h de la contrainte : 


32 


4 ( 8 


Til hr + - r = — n «=> h=-\—z — r\. 


3 lr 


II s’agit alors de maximiser la fonction 


4 f 16 


g(r) = Sir, Hr)) = nlAr 2 + 2 hr) = -n\ — + r‘ 

3 l r 


On a 


, 8 1 8 1 

^ )= 3 x b H 


r = 2 


et g"lr) = |tt( 1 + 16/ r 3 ) > 0 done r -2 est un minimum et h{2) = 0. 


-jpExercice 4.34 

Soit le solide constitue d’un cylindre de rayon r > 0 et 
hauteur h > 0 surmonte par une demi-sphere de rayon 
r > 0 comme dans la figure ci-contre. Maximiser le vo- 
lume du solide pour une surface fixee egale a Sir. 

Rappel : un cylindre de rayon de base R et de hauteur H a 
volume 7tR 2 H et surface totale2(n R 2 ) + 2nR II , une sphere 
de rayon R a volume R 3 et surface An R 2 . 



Correction. La surface du solide est la somme de la surface du disque de base nr 2 avec la surface laterale du cylindre 
2nrh et la surface de la demi-sphere 2nr 2 : 

Sir, h) = n{3r 2 + 2 hr). 

Le volume du solide est la somme du volume du cylindre nr 2 h et du volume de la demi-sphere |jr r 3 : 

V{r,h ) = n\^lir 2 + ^r 3 

1. Methode des multiplicateurs de Lagrange : on introduit la fonction lagrangienne 

if (r, h,p ) = V{r, h) - pl5n - Sir, h)) — n |hr 2 + -r 3 | - p[f>n-nl8r 2 + 2 hr)) . 

On cherche les points critiques de la fonction lagrangienne : 


Vi? = 0 <=> 


Jtl2hr + 2r 2 ) - pl-nl&r + 2h)) = 0, 
< nr 2 - pl~nl2r)) = 0, 

Jtl3r 2 + 2 hr) = 5n, 


2 hr + 2 r 2 + /i(6r + 2 h) - 0, 
r 2 + pl2r) - 0, 

3r 2 + 2hr - 5, 


r = h — 1, 


l 

2 ‘ 
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2. Methode de reduction : on elimine h de la contrainte : 

, , ,53 

n{3r z + 2 hr) - 5 <=> h r. 

2 r 2 


II s’agit alors de minimiser la fonction 


g(r) = V(r, h{r)) -n\h{r)r 2 + — r 3 1 = 7r I — r — r 3 + - r 3 1 = 7r I - r — r 3 ] . 


On a 


3 

5 5 


5 3 3 2 3 


2 2 3 


5 5 


2 6 


g'(r) = ;r|---r 2 ] = 0 <=* r=l 


et g"(r) — n[-5r) < 0 done r — 1 est un maximum et h{ 1) = 1. 


^yExercice 4.35 

Soit le solide constitue d’un cylindre de rayon r > 0 et 
hauteur h > 0 surmonte par une demi-sphere de rayon 
r > 0 comme dans la figure ci-contre. Minimiser la sur- 
face du solide pour un volume fixe egale a | n Rappel : 
un cylindre de rayon de base R et de hauteur H a volume 
7 tR 2 H et surface totale2{n R 2 )+2 jzRH , une sphere de rayon 
R a volume et surface An R 2 . 



Correction. La surface du solide est la somme de la surface du disque de base nr 2 avec la surface laterale du cylindre 
2nrh et la surface de la demi-sphere 2 nr 2 : 


S{r, h) = n(3r + 2 hr). 


Le volume du solide est la somme du volume du cylindre 7ir z h et du volume de la demi-sphere |trr 3 : 


V(r, h) -7 z\hr 2 + ^r 3 


1. Methode des multiplicateurs de Lagrange : on introduit la fonction lagrangienne 


5£{r, h,p)-S{r,h)-p\-n- V{r, h ) I = 7r(3r z + 2hr) - p \ -n — n I hr 2 + -r 3 1 1 . 


On cherche les points critique de la fonction lagrangienne : 




n{&r + 2h) - p [-7ti2.hr + 2 r 2 )) = 0, 

[6r + 2h + p{2hr + 2r 2 ) - 0, , 

7t{2r) - p[-7tr 2 ) - 0, 

<2r + pr 2 = 0, •< 

7i [hr 2 + |f 3 ) = |tr, 

[ [hr 2 + |r 3 ) = |, l 


r = h = 1, 

p- -2. 


2. Methode de reduction : on elimine h de la contrainte : 


7i hr 2 + - r 3 = -7i 


i 5 2 

h = — - — r. 
3 r 2 3 


II s’agit alors de minimiser la fonction 


g(r) = S(r,h{r)) = 7r(3r z + 2 h{r)r) = n 3r z + r*\=7i\ — + -r*\. 


10 4 


3r 3 


10 5 


3r 3 


On a 


, ,10 10 , 

gr (r) =tt|-^ + — r| = 0 ^ r = l 


et g"(r) = 7t + y) > 0 done r = 1 est un minimum et h[ 1) = 1. 


© G. Faccanoni 
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^/Exercice 4.36 

Trouver le cylindre de volume maximal inscrit dans une sphere de rayon R > 0 fixe. . . 

1. ... avec la methode des multiplicateurs de Lagrange (i.e. minimisation d’une 
fonction /(x, y) sous une contrainte g(x, y) = 0) [NB : on se contentera de 
trouver le point critique] ; 

2. ... avec la methode des extrema libres en eliminant une variable de la 
contrainte (par exemple en minimisant une fonction hix) = fix, yix))) [NB : 
apres avoir trouve le point critique, etablir sa nature] . 

Suggestion : voir la figure ci-contre pour deduire la contrainte. 



Correction. Notons y > 0 le rayon de base du cylindre et x > 0 sa demi-hauteur du cylindre. 

1. Avec la methode des multiplicateurs de Lagrange il s’agit de maximiser la fonction fix, y) = 2nxy 2 sous la contrainte 
g[x, y) = R 2 - x 2 -y 2 - 0. On ecrit la fonction de Lagrange 

F{x,y, A) = f{x,y) - A g(x, y) = 2nxy 2 - A[R 2 - x 2 - y 2 ) 


et on cherche les points critiques de F : 


VF(x,y, A) 


'2 n y 2 + 2 Ax 1 
47rxy + 2Ay 
,x 2 + y 2 - R 2 t 


On a V.F(x, y, A) = 0 ssi [x, y, A) — \j^R,n^R^. 

2. Avec la methode des extrema libres il s’agit d’eliminer une variable de la contrainte, par exemple en posant y = VR 2 - x 2 
et on minimise la fonction hix) — fix, yix)) : 


hix) = fix, yix) = \/r 2 - x 2 ) = 2nx{R 2 - x 2 ). 


On cherche d’abord les points critiques : 


h'ix) = 2niR 2 - 3x 2 ) 


et h'ix) — 0 ssi x = ^=. On etudie la nature du point critique en etudiant la derivee seconde : 


h"ix) = -12 n x, 


done x — -7= est un maximum. 

Vs 



<0 


Ai/Exercice 4.37 

Trouver trois nombres reels positifs dont le produit vaut 1728 et dont la somme est minimale : 

1. avec la methode des multiplicateurs de Lagrange ii.e. minimisation d’une fonction fix, y, z) sous une contrainte 
g(x, y, z) - 0), [on se contentera de trouver le point critique sans en etudier sa nature] ; 

2. avec la methode des extrema libres en «eliminant» une variable de la contrainte (en minimisant une fonction 
hix, y) = fix, y, z(x, y))) ; apres avoir trouve le point critique, etablir sa nature. 


Correction. Il s’agit de minimiser la fonction fix,y,z) - x+ y+ z sous la contrainte g(x, y, z) = xyz - 1728 = 0. 
1. On ecrit la fonction de Lagrange 

Fix,y,z,A) = fix,y,z) - Ag(x,y,z) = x+ y+ z- A(xyz- 1728) 

et on cherche le(s) point(s) critique(s) de F : 


VF(x, y, z, A) 


' 1 - Ayz ^ 
1 - Axz 
1 - Axy 
,1728 - xyZj 


On a Si Fix, y, z, A) = 0 ssi (x, y, z, A) = (12, 12, 12, 1/144). 
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2. On reecrit la contrainte sous la forme z = ipp et on l'injecte dans la fonction a minimiser : 


x y 


h(x, y) = f{x, y, z(x, y)) = x+ y+ z(x, y) = x + y - ■ 


1728 
xy ' 


On cherche d’abord le(s) point(s) critique(s) : 


Vh(x, y ) = 


( 1 _V728\ 
x 2 y 
i _ 1728 
V xy 2 


et Vh(x,y ) = 0 ssi (x,y) = (12,12). On etablie la nature du point critique en etudiant le determinant de la matrice 
hessienne : 


„ , 3456 

d xx h(x,y) = 

x d y 

d xx h( 12,12) = ^>0, 

O 


dyyhix, y) : 


3456 


xy 

dyyhi 12 , 12 )= ^ 


.3 ’ 


d xy h{x,y ) : 


1728 

x 2 y 2 ’ 


d xv H\2,\2)=^~ 


12 


et d xx hi 12 , 12)d vy fz(12, 12) - [d X yh{ 12 , 12)) 2 = -h > 0 done (12, 12) est un minimum. 


^yExercice 4.38 

| Trouver le parallelepipede de volume 1 dont la somme des longueurs des arretes est minimale 


Correction. 

1. Avec la methode des multiplicateurs de Lagrange il s’agit de minimiser la fonction f{x,y,z) - 4x+ 4y + 4z sous la 
contrainte g(x, y, z) = xyz -1 = 0. On ecrit la fonction de Lagrange 

F(x,y,z,A) = /(x,y,z) - Ag(x,y,z) = 4(x + y + z) - A(xyz- 1) 

et on cherche le(s) point(s) critique(s) de F : 


VF(x,y,z, A) 


r 4- Ayz 1 
4- Axz 
4 — Axy 
,1 -xyz, 


On a VFfx, y, z, A) = 0 ssi (x, y, z, A) = (1, 1, 1,4). 

2. Avec la methode des extrema libres il s’agit d’eliminer une variable de la contrainte, par exemple en posant z = 7-, et 

x y 

de minimiser ensuite la fonction h{x, y) = fix, y, z(x, y)) : 


h(x,y) - f\x,y , — 
xy 


■ 4 \x + y+ - - 

xy 


On cherche d’abord le(s) point(s) critique(s) : 


V/t(x, y) = 


(4-4~\ 

y 

xy 2 ) 


4-A 


et V h (x, y) - 0 ssi (x,y) = (1, 1). On etablie la nature du point critique en etudiant le determinant de la matrice hes- 
sienne : 


<5 xx Hx,y) = , 

x i y 

d xx hi 1,1) = 8 > 0, 


dyyhix, y)=— 3, 
A-y 

dyyki 1 , 1 ) = 8 , 


et d xx hi 1, \)dyyhil, 1) - id xy hi 1, l)) 2 = 48 > 0 done (1, 1) est 


un minimum. 


d xy hix,y) = ^j2 

d xy hi 1,1) = 4 


(c) G. Faccanoni 
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A>Exercice 4.39 

Si un courant electrique 7 traverse un circuit electrique de resistance R, la quantite de chaleur emise en une unite de 
temps est proportionnelle a I 2 R. Calculer la decomposition du courant 7 en trois courants I I 2 , h a l’aide de trois resis- 
tances R\,R 2 , R'a pour que la chaleur emise soit minimale. . . 

1. ... avec la methode des multiplicateurs de Lagrange, i.e. en minimisant la fonction = I 2 R\ + 1^2 + 7|7?3 

sous la contrainte g( I\ , I 2 , /;>,) = I\ + 12 + I 3 - 7, (on se contentera de trouver le point critique sans en etudier la nature) 

2. . . . en reduisant le probleme a une minimisation libre par elimination d’une variable dans la contrainte I = l\ + I 2 + 

h- 


Correction. 

1. OnmaximiselelagrangienL(/i,/ 2 ,/ 3 ,A) = f (!\ , 7 2 , /;», ) - Ag(7] , [ 2 , /;>,)■ 


Points critiques : VL(7 i,72,73,A) = 


" 27i 7?i - A 1 


(O' 

27 2 7?2-A 

done VL(7 i,7 2 ,7 3 ,A) = 

0 

27 3 7?3-A 

0 

1 

nT 

1 

w" 


,0 


si et seulement si 


(7i,/2,7 3 ,A) = 


R 2 R 3 


-I, 


R 1 R 3 


-I,- 


7?i7?2 


7,- 


2R1R2R3 


7 ? i 7?2 + 7 ? i 7?3 + R2R3 R\R2 + R1R3 + R2R3 R\Ri + R1R3 + R2R3 7 ? i 7?2 + 7 ? i 7?3 + 7 ? 27?3 


-7 . 


Conclusion : (7 1 ,7 2 ,7 3 ) = ( h j ) est un extremum de / sous la contrainte 

g(7i,7 2> 7 3 )=0. 

2. On maximise fih,I 2 ) = fUuk.I-h ~ h) = ifRi + 7|7? 2 + (7- h - 7 2 ) 2 7? 3 . 

Points critiques : VfUi,I 2 ) = [ 27^2 -2(7- 7 ) - j^i^) etlona = (q| si et seulement si 


Huh) 


R2R3 


-I, 


R 1 R 3 


R1R2 + R1R3 + R2R3 R i R 2 + R l R 3 + R 2 R 3 


-7 . 


Classification : d hh f(h,I 2 ) = 2(7?i + 7f 3 ) > 0, d hI J{Ii,I z ) = 2{R 2 + 7? 3 ) et d hh f{h,I 2 ) = 2 R 3 , done d Ilh fUi,h)- 
di 2 i 2 f(h,h) ~ [dhhfUuh )) 1 = 4(7?i + 7? 3 )(7? 2 + R 3 ) - 47?| > 0 pour tout (7i, 7 2 ) e R 2 . 

Conclusion : (I u I 2 ) - ( RlB2+ %% +R2S3 h est un minimum de / done 

U1J2J3) = ( 5 7 , 7 , 7) 

\ 7 ?i 7?2 + R1R3 + R2R3 R\R Z + R1R3 + R2R3 7 ?i 7?2 + 7 ?i 7?3 + R2R3 I 


est un minimum de / sous la contrainte g(7j, 7 2 , 73 ) = 0. 
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